Beitrdge zur pbhanomenologiichen Begriindung der
Geometrie und ibhrer pbhyfikalifichen Hnwendungen.")

Von
Oskarv Bedker (Freiburg i. B.).

Einleitung.
L

Die vorliegende Hrcbeit ftellt fich die Hufgabe, mittels der
phdnomenologifchen Methode die Grundlagen der Geometrie und
befonders die in neufter Zeit in grundiiglichen Punkten von dem
bisherigen Gebrauch abweichende HAnwendungsweife der Geometrie
auf Probleme der Phyfik aufzukliren. Dies foll in radikalet
Weife gefchehen, nicht durch axiomatifche Formulierungen, wie fie
die eigene Grundlagenforfchung der Mathematik und Phyfik vielfach
angeftellt hat (denn das wire nichts andeves, als ein logifch fauberes
Nambaftmachen der den Lebrfijen zugrunde liegenden Voraus-
fegungen in ibrer logiich-formalen Verichlungenbeit), fondern im
Riickgang auf die uripriinglichen, die Raumlichkeit konftituierenden
Phanomenfdichten. Durch die pbhinomenologifche Betrachtung foll
der axiomatiiche Anfaty felbit ecit begriindet werden. (Falls fich eine
Begriindung als unmdéglich erweift, ift der axiomatifche Hnfay ent.
fprechend zu modifizieren.) Es fteht alfo ein Problem zur Unter-
fuchung, das den Bezirk der der Mathematik immanenten Grund-
lagenforichung iiberfchreitet,und das man deshalb als ein philofophiiches
bezeichnen darf, wenn es vielleicht auch nicht zu den zentralen
philofopbifchen Problemen gehért.

Es ergab fich die Notwendigkeit, unter den mannigfachen mit der
Raumlichkeit verkniipften Problemen, die zufammengenommen einen
ganzen grofien Problembezitk ausmadchen, einige, im Grunde nutv
zwei, in den Vordergrund zu rviidken. Rein inbaltlich betvachtet,

1) Diefe Abbandlung wurde am 31. Januar 1922 der philofopbifchen Fakuls
tit der Univerfitit Freiburg i. B. als Habilitationsichrift eingereicht. In der
vorliegenden Faffung find an einigen Stellen finderungen in der Form der
Darftellung, nicht aber im Inbalt, vorgenommen worden.

Hufferl, Jabrbud f. Philofopbie VI 25
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find es das Kontinuumproblem und das Problem der nichteuklidifchen
Geometrieen. Welche Funktion fie in der phdnomenologifchen Unter-
fuchung des Raumes ausiiben, wird fpidter zur Klarheit kommen.
Dann wird man fehen, dafl fie nicht von ungefiahr ausgewiablt find,
fondern eine prinzipielle Bedeutung haben.

Hber auch abgefehen von diefer rein fachlichen Bedeutfamkeit
evichien die Bebandlung jener Probleme wegen unferer augenblick-
lichen philofophie- und wiffenichaftsgefchichtlichen Lage erwiinicht.
Die beiden Probleme, das des Kontinuums und das der nichteuklidifchen
Geometrie (in ibver von der Einftein fchen allgemeinen Relativitits-
theotie vollzogenen Anwendung auf den phyfikaliichen Raum), fteben
im Vordergrund des Intereffes der um ibre Grundlagen bekiimmerten
Mathematik und Phyfik. lbhrer Natur nach fordern fie den Verfudc
einer philofopbifchen Kldrung heraus, der hier mit den weittragenden
Mitteln der Pbanomenologie unternommen werden foll. Die kon-
ftitutive (tranfzendental- phdanomenologifche) Hnalyfe der Natur,
insbefondeve ihrer rdumlichen Phanomenfdicht, ift von Hufferl in
langjdbriger, ftiller Arbeit fo weit gefdrdert worden,!) daf eine
ftrenge, bis ins Konkvete gehende phinomenologifche Begriindung
der Geometrie und eine volle Hufklirung jener Probleme mdglich
ift. Der Verfaffer, dem wefentliche Teile jener Hufferlichen For-
fchungen (in Vorlefungen, Ubungen, Manufkvipten, peridnlichen
Untervedungen) zur Verfiigung geftellt wurden, feite fich die Huf-
gabe, jene Begriindung und Aufklirung in ibren Grundziigen zu
leiften und damit eine Briicke von der Phdnomenologie zur heutigen
Mathematik und Phyfik zu f{chlagen.

Diefe Arbeit ift alfo in ibrer Eigenart am kiivzeften ducch diefe,
Phinomenologie und exakte Wiffenfchaft verbindende, Tendenz zu
chavakterifieren. Davaus evgeben fich aber audh zwei nicht zu
vermeidende Mingel der vorliegenden Darftellung: nédmlich einev-
feits die mangelnde Tiefe und Genauigkeit der phdnomenologifchen
HAnalyfen (die, wenn fie allen Anforderungen hitten geniigen follen,

1) Hufferl felbft bat dariiber nichts verdffentlicht. Hber die folgenden,
aus feinem Ideenkreis entfprungenen, obgleich felbftindigen und in mancher
Hinficht von ibm abweichenden Hrbeiten kdnnen ein ungefibres Bild feiner
Forfchungsrichtung geben: Wilbelm S ch a p p, Beitrdge zur Phinomenologie
der Wabrnebmung. Halle 1910. Heinvich Hofmann, Unterfuchungen
iiber den Empfindungsbegriff (pbilof. Differtation, Gdttingen 1912). Edith
Stein, Zum Problem der Einfiiblung (pbilof. Differtation, Freiburg i. B. 1917).
Hedwig ConradsMartius, Zur Ontologie und Erifcheinungslebve der
vealen Huflenwelt. (Jabrbuch f. Philof. u. phdan. F. Bd. 3, S. 345 ff. bel.:
I. Das Gefamtpbdnomen der »vealen Auflenwelt« als folches. S. 361 bis 396).
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den Stoff ins Ungemeffene bhitten anfchwellen laffen), andverfeits
die feblende Begriindung der mathematifch-phyfikalifchen Gedanken-
ginge (die lediglich in ihren Refultaten aus dev Literatur iibev~
nommen wuvrden). Der zweite Mangel wiegt nicht allzufchwer.
Denn befondets in den Arbeiten H. Weyls?) find die hier benufiten
mathematifch - phyfikalifchen Gedankenreiben in fo muftergiiltiger
Weife entwickelt, dafl wir den iiber die geniigende mathematifche
Vorbildung verfiigenden Lefer ohne weiteres auf fie verweifen
kénnen. Mebhr Gewicht miiffen wir dem ecrften Mangel zugeftehen;
denn es liegt zur Zeit keine ausreichende Vevdffentlichung der
Forfchungen Hufferls vor. Indeffen glauben wir zum mindeften ein
folides Geriift gegeben zu haben, das dazu dienen kann, den zu-
kiinftigen endgiiltigen Bau der phinomenologifchen Begriindung der
Geometrie aufzufiibren.

Es muBl aber noch darvauf aufmevkfam gemacht werden, dafl
auch die Fundamente unferes Baues iibernommen wurden und nicht
zur Diskuffion geftellt find. Unfere Unterfuchungen griinden fich in
allen prinzipiellen Punkten auf die grundlegende Hrbeit Hufferls:
»Jdeen zu einer veinen Phdnomenologie und pbdnomenologiichen
Philofophie«.?) Methodifche Prinzipienfragen find alfio nicht erdvtert
worden und zwar desbhalb nicht, weil kurze Andeutungen — und
folche wiren allein mdglich gewefen — dem kundigen Lefer nichts
Neues geboten und den unkundigen nur iiber die Tragweite und
Schwievigkeit devartiger Unterfuchungen hinweggetdulcht bétten.
Sofern man alfo von einer philofophifchen Hrbeit folche prinzipiellen
und in methodifcdher Hinficht vadikalen Betvachtungen fordert, ift die
vorliegende Abbhandlung nicht als eine im ftrengen Sinn pbilofophifche
zu bezeichnen. Sie bewegt fich in dem Zwifchengebiet zwifchen der
den pofitiven Wiffenfchaften immanenten Grundlagenforichung und
der zentralen philofophifchen Problematik.

Nur auf einen prinzipiellen Punkt miiffen wirv binweifen: Unfeve
Untetfuchung ift durchgingig ovientiert am Prinzip des tran-
fzendentalen Idealismus. Genauer gefagt: Unfere Frage-
ftellung gebt durchgidngig auf die tranfzendental-phdnomenologifche
Konftitution der in Frage ftehenden Gegenftinde, deren Grundidee
in dem IV. Abichnitt der Hufferlichen »Ideen«, betitelt: »Vernunft

1) Es kommen befonders in Frage: fiir den I. Teil der Auffa: »Uber
die neue Grundlagenkrife der Mathematik«, Matbhem. Zeitlchrift.,, Bd. 10,
S. 39 ff., Berlin 1921; — fiiv den II. Teil: »Raum, Zeit, Matevie«, 4, Aufl, (!)
Berlin 1921,
2) Diefes Jabrbuch Bd. I, 1, S. 1 ff.,, Halle a. S. 1913,
25
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und Wirklichkeit«, davgelegt ift. Hndrervfeits ist es von grund.
faglicher Widhtigkeit, auf den folgenden Umftand ausdriicklich auf.
mevkiam zu macdhen: Das Prinzip des tranfzendentalen
Idealismus ift bhier zugrunde gelegt lediglich fiiv
Naturgegenfitinde, in devt Weife dermatbematifchen
Naturwiffenfcdhaft betracdhtet und fiir die diefe etwa kon-
ftituievenden Gegenftindlichkeiten. Uber feine mdgliche Ausdehnung
auf andeve Gegenftindlichkeiten (befonders folche feelifch-geiftigen
Charakters) wird in der vortliegenden Hrbeit nichts bebauptet.

Unfere Dankbarkeit bei der Abfaffung diefer Arbeit gebiibrt alfo
in erfter Linie Edmund Hufferl,!) deffen Forichung das Fun-
dament ift, auf dem fie fich erhebt, und in zweiter Linie Hetrmann
Weyl, deffen Darftellung der mathematiich-phyfikalifchen Probleme
uns ein fiir die pbdnomenologifche HAnalyfe um fo geeigneteres
Material bot, als er felbft der Phdanomenologie nahe fteht.

Nach diefen allgemeinen Vorbemerkungen wenden wir uns zur
ndheven Herausftellung und Gliederung des uns vorfchwebenden
Problems.

1L
Gliederung der Problematik.
1.

Das evfte Hauptmerkmal der Geometrvie, das ihre
Stellung in der Gefamtheit der Wiffenichaften enticheidend beftimmt,
zundchft im Gegenfaty zur HArithmethik oder HAnalyfis, ift ibr eigen-
tiimlicher Doppelchavakter. Sie zieht nimlich ihve Begriindung
aus dem Gebiet des reinen Verftandes, der formalen Logik, einet-
feits und aus dem Gebiet derv finnlichen Anfchauung andrerfeits. Nicht
immer ift die Bervedhtigung diefer beiden Seiten der geometrifchen
Wiffenfchaft anerkannt worden: Insbefondere hat man ibr fchon friih-
zeitig den Charakter einer veinen Verftandeswiffenichaft zufprechen
wollen. Ja, man kann fogar fagen, daf} die Idee einer vationalen
Wiffenichaft iiberhaupt dem Vorbild der Geometrie entftammt. Die
gvofien Rationaliften der neueven Zeit, Descartes, Spinoza,
Leibniz ftrebten nach einer wiffenichaftlichen Begriindung durch
Beweisfiilbrung »move geometrico«, d. h. dem euklidifchen Vorbild
gemiB nach einev liickenlofen Deduktion aus evidenten Prinzipien

1) Audb fiir die im veichften Mafle in der uneigenniigigften und liebens-
wilrdigften Weife ibm gewidbrte perfonliche Fdrderung bei der Abfaffung und
Drudklegung diefer Arbeit mdchte der Verfaffer auch an diefer Stelle Herrn
Profeffor Hufferl feinen aufrichtigften Dank ausfprechen.
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(Axiomen), bei der auch wieder jeder einzelne Schritt des Beweifes
unmittelbar einfichtig fein muf.!) Schon Descartes fuchte dabei
auf die einfachften und allgemeinften Prinzipien zuriickzugehen, die
ibm evveichbar waven. Hber erft Leibniz ecfafite den formalen
Charakter einer derartigen Deduktion und der ihr zugrunde liegenden
Begriffe und Axiome. Seine Idee einetr »univerfellen Chavakteriftik«
und feine klare Erfaffung des Wefens der »argumens en formee
brachte ibn zur Konzeption der mathesis universalis. (Sie findet
ficth dem bloflen Namen nach allerdings fchon bei Descartes, in
den »Regulae«, der Sadche nach aber doch erft bei Leibniz.?)
Kam Descartes Konzeption des Hllgemeinen trofy einiger dat-
iiber hinausftrebenden, jedoch unklar gebliebenen Bemiihungen durch
blofie »Generalifierung« zuftande,®) fo bediente fich L eibniz beveits
bewufit der »Formalifierunge.!) Vsllig in feiner grundlegenden Be-
deutung fiiv die Logik erfaffit wurde diefer Unterfchied erft von
Hufferl?)

Seit Hufferl untericheiden wir im Gebiet der Wefenswiffen-
fchaften zwifchen den »material-eidetifchen« Ontologieen, deven in ide-
ierender Abftraktion erfafite Wefensgefetje fachhaltig find, und dev »for-
malen« Ontologie oder »mathesis univerfalis«, die fich lediglich mit
den Gefetjen der Abwandlung des leeren Etwas befchiftigt und damit
allerdings die gefamte »veine« Mathematik umfafit. Die Geome-
tvie indeffen ift zu den materialen Wefenswiffenichaften zu rechnen.
Sie bebandelt das reine (»mateviale«) Wefen des Raumes. Jedoch
echebt fich gegen diefe Huffaffung fofort ein Bedenken, wenn man
an die eminente Rolle denkt, die die formale Hrgumentation in
der Geometvie fpielt., Wir f{toflen bierbei wiederum auf ibrven
Doppeldbarakter. Wire fie eine rein mateviale Wefenswiffenfchaft,

1) Vgl. Descartes, Regulae ad divectionem ingenii, Reg. 11, § 8.

2) Vgl. dazu Huffer 1, Logifche Unterfuchungen (2. Aufl. Halle 1913),

Bd. I, S.220f.
_ =:»3) Fiir die Tendenz D es cat tes auf eine formale Mathematik ift wichtig
die Stelle in der »Regulae«, Reg. 1V, § 9 (zitiert nach Buchenaus Ubers
fepung, 2. Aufl. Leipzig 1920, S. 21): ». . . fo dafl es alfo eine beftimmte all«
gemeine Wiffenfchaft geben mufl, die all das erkldren wird, was der Ordnung
und dem Mafle unterworfen, ohne Anwendung auf eine befondere Materie,
als Problem auftreten kann«, — Dagegen wird z. B. in der 1. Meditation, § 8
und 9 (S. 11 bis 12 der Original:Ausg., Paris 1641) die Verallgemeinerung
lediglich als Generalifierung gefafit.

4) Vgl.z.B. die Abhandl. »Zur allgemeinen Charakteriftik« » Hauptfchriften«
berausg. v. Cassiver, Bd. 1, S. 37, Z, 28 ff. und S. 50, = Philof. Schriften
berausg. v. Gerhardt, VII, S, 184 bis 89.)

&1 i 5) »Logifche Unterfuch.«, Bd.l, Kap. 11 und »Ideen« § 13 (f. a, §10 u. 16).
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fo wivre fie vollig in der Hnfchauung fundiert, eine Huffaffung,
die bekanntlidh von Schopenhauer vertreten wurde. Hiler-
dings wire diefe Anfchauung nicht die »empirifche« Sinnlichkeit,
fondern eine »vreine Hnichauung«, was dann wieder ein Problem
fiic fich dacftellt. Die Rolle des Formalen riihrt von der verftandes-
maBigen Wurzel der Geometrie ber. Es bitte keinen Sinn, in der
Geometrie nach den Regeln der fyllogiftifchen Deduktion beweifen
zu wollen — wie man es doch feit Euklid tut —, wenn in ibt
alle Begriindungen lediglich fachbaltig fortichritten. Tatfdchlich find
in der modernen Geometrie lediglich die Grundfdtie fachbaltig. Sind
fie einmal zugeftanden, fo folgen alle weiteren Lebhrfdfie rein formal-
logifch. Die Geometrie ift alfo material-eidetifch in ibvren Grundfdfen,
aber formal-logifch in der Hrt ibres Fortichreitens von diefen zu
dem Syftem ihrver Wabhrbeiten, was allerdings nicht ausfichlieft, dafl
jeder folche formale Schritt auch matervial-eidetifch einfichtig gemadht
werden kann.!) Diefe mateviale (d. i. anfchauliche) Begriindungs-
weife ift aber nicht mebr notwendig, um die Geltung irgendeines
Lebrfaes zu fichern; dazu geniigt — und ift bekanntlich leichter
und zuverliffiger — die formallogifche Hbleitung.

Worin griindet diefes eigentiimliche Verbhdltnis? Es ift doch
keineswegs felbftverftandlich oder auch nur durchgingig dev Fall, daf}
famtliche Sdfie einer matevial-eidetifchen Difziplin aus einigen wenigen
Grundfdaten formal«logifch folgen! Die Antwort darauf gab wiederum
Hufferl durch Einfithrung des Begriffs der »definiten Mannigfaltig-
keit«?) Ein definites Sachgebiet ift dadurch gekennzeichnet, »daf
eine endliche Anzahl gegebenenfalls aus dem Wefen des jeweiligen
Gebietes zu fchdpfender Begriffe und Sidtie die Gefamtheit aller mdg-
lichen Geftaltungen des Gebiets in dzr Weife tein analytifcher (d. i.
formal-logiicher) Notwendigkeit vollftindig und eindeutig beftimmte.
Wit werden diefen fundamentalen Begriff nodh eingehend zu be-
trachten haben. Hier muf} diefe vorliufige Kennzeichnung geniigen. —
Dann und nur dann, wenn ein Sachgebiet eine derartige definite
Mannigfaltigkeit bildet, ift es mdglich, in ibm eine exakte (im
weiteften Sinn »mathematifche«) Wiffenichaft zu begriinden. Die
Moglichkeit einer exakten Geometvie griindet fich alfo auf die
Welenseigentiimlichkeit des Raumes, eine definite Mannigfaltigkeit
zu fein.

1) Es ift bier nur an die elementare fynthetiiche Geometrie gedacht, nicht
etwa an die analytifche. Hls Beifpiel nebhme man etwa M. Pafch, Vorle:
fungen iiber neuere Geometrie, Leipzig 1882. (2. Ausgabe 1912.)

2) »ldeen« § 71 bis 75; das Zitat ift aus § 72, (Diefes Jabrb.Bd. ], 1, S. 135).
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Ift es aber rtichtig, den Raum fchlechthin eine definite Mannigs-
faltigkeit zu nennen? Hudh davauf gibt Hufferl eine beftimmte
und zwatr negative Antwort. (Ideen § 74.) Der Raum ift nicht
nur Subftrat der Geometrie, fondern auch dev {chlicht defkriptiven
»Morphologie«, die als eidetifch-mateviale Wiffenfchaft der empiri«
fchen Motrphologie des defkriptiven Naturforfchers (Mineralogen, Bo-
tanikers, Zoologen ufw.) zugrunde liegt. Sie arbeitet mit wefens-
mifig vagen Begriffen, wie »gezackt«, sgekerbt«, »doldenférmige
ufw., die nicht durch exakt geometrifche evfejt werden kdnnen. Der
Raum, als Gefamtheit der mdglichen morphologifichen Geftalten auf-
gefafit, ift evidentermafien keine definite Mannigfaltigkeit.

Von hier aus gewinnen wir nun einen klaveren Einblick in den
Doppelcharakter der Geometrie: die Morphologie ift eine vein an-
fchauliche Wiffenichaft, ibr liegt dev fchlicht-anfchauliche, vage, inde-
finite Raum zugrunde; dagegen befchiftigt fich die Geometrie mit
einer definiten, zweifeitig (in Anfchauung und Denken) fundierten
Raummannigfaltigkeit. Die vdumlichen Geftalten unferer f{chlichten
Wahrnebmung find morphologificher Natur und ibnen entfprechen in
ideierendev Abftraktion morphologiiche Wefen. Um von diefen pri-
mitiven Raumgeftalten zu den geometrifchen Figuren (d. b. um von
der indefiniten morphologifchen zur definiten geometrifchen Mannig-
faltigheit) zu gelangen, bedarf es eines gewiffen Prvozeffes der
Idealifierung oder des Ubergangs zur Grenze oder zum Limes.
Die geometrifchen Wefen evicheinen als Ziel diefes Prozeffes und
damit als Idealwefen oder Ideen im Sinne Kants.!) Ebenfo ift
der Raum als definite Mannigfaltigkeit eine Idee, nichts fchlicht
Gegebenes.

Hier erhebt fich nun das erfte grundlegende Problem, die Frage
nach der Struktur diefer »Idee«, ihres phdnomenologifchen Hufbaus
und damit der Art und Weife, in der fie uns zugdnglich wird. Mit
dem blofien Begriff »Grenziibergang« ift noch wenig geleiftet. Wie
werden fehen, daf es fich durchaus nicht um ein einfaches Phi.
nomen, von nur einer »Schicht« fozufagen, handelt, fondern um einen
Phianomenkomplex, deffen Struktur fich nur auf Grund einer ge-
nauen Kenntnis der Konftitution des Raumes duvchichauen lifit.

2.
Einzweites Hauptkennzeichen der Geometrie im
Gegenfaty zur mathesis universalis ift ibre apriovifche Kontin-

1) Vgl. Kritik der reinen Vernunft, Trvanfz. Dialektik, I. Buch, 1. Abfchn.
»Von den Ideen iiberhaupte,
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genz. Diefe hdngt mit ibrem oben erlduterten Doppelcharakter
zufammen. Die formale Verfaffung elnes auch nur teilweife anfchau-
lich fundierten Gebiets wird ndmlich duvch die von feinen anidhau-
lihen Momenten berriibrenden (materialen) wefensgefetilichen Be-
{chrdnkungen, denen es im Vergleich zu der Gefamtheit der »leetens,
formal denkbarven Mdglichkeiten unterworfen ift, eine gewiffe Z u-
falligkeit (Kontingenz) enthalten. Es fcheint nicht einfichtig
zu fein, weshalb gevade diefe und keine anderen Mdglichkeiten an-
fchaulich ausgezeichnet find; deshalb ift eine dervartige zweifeitig
fundierte Wiffenfchaft, zunédchfit wenigftens, niemals in vollem Sinne
vational zunennen.

Dabei find wieder verfchiedene Fille zu untericheiden:

1. Rationale Wiffenfdaften mitempivifdbemEin-
fchlag (vationale Tatfachenwiffenfchaften). — Wenn Kant an einer
beriibmten Stelle feiner Vorvede zu den »Metapbyfifchen Anfangs-
griinden der mathematifchen Naturwiffenfchaft« fagt:') »Ich bebaupte
aber, da in jeder befonderen Naturlebre nur foviel eigentliche
Wiffenfchaft angetroffen werden kdnne, als darin Mathematik anzu-
treffen ift«, fo bezieht fich dies auf Wififenfchaften von der Art det
beutigen fog. »theovetifchen Phyfik«. Eine folche Difziplin ift ficher
in gewiffem Sinn vational zu nennen, aber dodh nicht ohne Ein-
fchrdankung. Genauer betrachtet ftellt fie fich dar als ein »hypothe-
tifch-deduktives« Syftem®), d. b. fie deduziert rational aus Hypo-
thefen, die empirifch fich bewdhren follen, alfo nicht vational ein-
fichtig und beweisbar find. Beifpiele dafiiv liefern alle phyfikalifchen
Theotien, z. B. Thermodynamik oder Elektrodynamik (in dem
Zuftande, in dem fie fich vor Huftreten der Relativitdtstheovie be-
fanden).

2. Rationale Wiffenfchaften mitkontingent-apri-
otvifdhem (sreinanfchaulichem«)Einfchlag. — Wirtkommen
zu einer wefentlich andeven Sadhlage, wenn wir die in der {ib-
lichen Weife, nach Euklid, dacgeftelite Geometrie betrachten. (Diefe
seuklidische« Geometrie dient uns bier nur als hiftorifches Beifpiel.
Es mufl zunddf{t noch durchaus offen bleiben, ob wir hier die end-
giiltige, gewiffermafien ideale Form der Geometrie vor uns haben.
Die Antwort auf diefe Frage witrd gerade eines der Endziele unferer
gefamten Erdrterungen fein.) Hudh hier find die Axiome formal.
logifch nicht evident. Sie beziehen ihre Geltung aus der einfichtigen

1) Werke, Husgabe der Berliner Akademie, Bd. IV, S. 470.
2) Diefer Terminus ftammt von Pieri, der 1899 eine Abbandlung fchrieb
»Della geometria elementare come sistema ipotetico deduttivoe,
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Raumanfchauung, genauer aus der ideierenden Hbftraktion, vev-
bunden mit Limesbildung. (Ein Phanomen, dasnoch niher zu kldven
fein wird.) Hber obwobhl diefe material-eidetifchen Gefeje natiiclich
a priori find, find fie doch nicht im ftrengften Sinne rvational vet-
ftandlich: fie find kontingent-apriorifch. Beifpielsweife ift es (wie
wirt glauben) ein Wefensgefety, da dev Raum drei Dimenfionen hat,
aber wir kennen anicheinend keinen umfaffenderen Zufammenbang,
aus dem diefes Gefey verftindlich wiirde. Ebenfo wiffen wir aus
der mathesis universalis, der allgemeinen Lebhre von den definiten
Mannigfaltigkeiten, daB die euklidifche Mannigfaltigkeit nuv ein fpe-
zieller Fall unter vielen andeven ift. Somit ift dev Raum auch als
euklidifcher kontingent, aber deswegen — wie ein Vergleich mit den
oberften Grundfdfien dev klaffifchen Phyfik zeigt — doch aprioriich.
Andere Beifpiele liefern die fog. »Tongeometrie« oder »Fatbgeo-
metrie«, d. h. die Lehren von der formalen Struktur der Mannig-
faltigkeiten der Ton- bzw. Farbqualititen. Diefe find allen em-
pitifch je zur Beobachtung gelangenden Tdnen bzw. Farben gegen-
iiber a priori; formal aber find es doch ganz fpezielle Mannigfaltig-
keiten, und es ift kein rationaler Grund anzugeben, warum fie ge-
rvade diefen fpeziellen Chavakter haben.

Es ift nicht zu leugnen, dafl in diefer Kontingenz ein gewiffer
Mangel an Rationalitdt fich kund tut. Zu einer fchlechthin »ratio-
nalen« Wiffenichaft ectheben wirt uns erft, wenn wir auch die Grundfége,
ihvem notwendigen Zufammenbang und Ucfprung nad, einfichtig vet-
ftehen. HAllerdings ift zunddhit nicht einzufehen, wie Geometrie, die
dodh keinesfalls eine formallogifche Difziplin ift, diefe hdchite Stufe dev
Rationalitidt foll erveichen kdnnen. Descartes und Spinoza lag
diefe ftrenge Idee einer vationalen Wiffenichaft, insbefondere in ibver
Anwendung auf die Geometrie, noch fern, L eibniz dagegen ftrebte
ibv zu, wie z. B. feine Abbhandlung »Initia rerum Mathematicarum
metaphysica« (Math. Schriften, ed. Gerbhardt VII, 17 bis 29 =
Hauptfchriften ed. Cassiver I, 53 ff.) beweift. Kant brachte dann
im Prinzip die Kldrung, indem er die »tranfzendentale« Frage ftellte
»Wie find fyntbhetifche Evkenntniffe a priori moglich?« und die L&-
fung diefer Frage fkizzierte in feiner Deduktion der Kategorien und
befonders der »Grundfifie des veinen Verftandes« und daduvch die
Moglichkeit fchuf, u. a. auch die geometrifichen Hxiome tvanizen-
dental zu unterbauen.’)

1) Bekanntlich bat jedoch Kant gerade fiir die Geometrie eine devartige
bis ins Einzelne gebende Deduktion abgelebhnt, indem er fiiv die geometrifchen
HAxiome en bloc die »reine Anfchauung« des Raumes verantwortlich machte.



394 Oskar Becker, [10

Aber erft die tranfzendentale Phdnomenologie hat das grofle
Problem wicklich in methodifch radikaler Weife in Angriff genommen
und geldft durch die Einfiibrung und konfequente Durdchfiihrung
des Gedankens der »tranfzendentalen Konftitution aller ontologifchen
Wefenbeiten im tveinen Bewuftfein«. (Hufferl, »ldeen« §§ 136 bis
153; bel. § 148 und 149 bis 150.) Das befagt folgendes: Bei jedem
Gegenftande irgendeiner »Ontologie« fragt man nadh den méglichen
Weifen, in denen er im Bewufitfein (als intentionalem) auftreten
kann. Hierbei bandelt es fich aber nicht etwa um eine rein
defkriptive Bebandlung diefer »mdglichen Bewufitieinsweifen«, zu-
fammenhangslos und gewiffermaflen neben der ontologifchen Defkrip-
tion. Denn dies wiirde nur zu einer ungebheuren Erweiterung der
Befchreibung, aber nicht zu einem rationalen Zufammenbang fiibren.
Es erwiddhit vielmebhr die Aufgabe der verniinftigen Ausweifung des
Seins der Gegenftinde und des Beftehens von Sachverhalten. Nach
dem grundlegenden Prinzip des tranfzendentalen Idealismus »ift«
nur ein Gegenftand, »befteht« (»gilt«) nur ein Sachverbalt, fofern
und foweit ev fich ausweifen kann im Bewuftfein mit dem Grade
und dev Hrt von Evidenz, die fiiv ibn chavakteriftifch ift. Hlles
» Tranfzendente« »konftituiert« fich im veinen Bewufitfein, »Wirck-
lichkeit« kommt ibm lediglih zu durch verniinftig motiviecte
» Witklichkeitsthefen«,

Hierbei beftebt nun zuniddhit ein gewiffer Untevichied zwiichen
den formalen Gegenftinden (der mathesis universalis) und den
matevialen Gegenftinden (der einzelnen fachhaltigen Regionen).

Die formalen Gegenitinde und ihre Beziehungen (und damit
die formale Ontologie) finden ihte konftitutive Begriindung in
einer formalen Phdnomenologie, d. h. in einer Lehre vom Bewufit-
fein von Gegenftindlichkeit iiberbaupt, deven Sachgebalt ganz un-
beftimmt ift. (Dies ift freilih duvchaus keine »leeve« Disziplin,
fondern fie enthdlt in gewiffem Sinne, wie unten n#dher zu etx-
ldutern fein wivd, die gefamte Konftitutionslebre »formal« in fich.)

Die matevialen Gegenftinde einer Region dienen dagegen als
»tranfzendentale Leitfiden« fiic den Hufbau einer konftitutiven

Sein methodifches Prinzip zeigt feine Bebandlung der »mathematifchen Natur-
wiffenfchaft« viel klarer. Huf diefem Gebiete hat er die HAnalyfe bis zum
Anfchluf} an die pofitive Wiffenichaft weiterzufiibren gefucht, in den »Metapby=
fifchen Anfangsgriinden der mathematifchen Naturwiffenfchaft« und im »Ubers
gang von den metapbyfifchen Anfangsgriinden der Naturwiffenfchaft zur Phyfik«.
(Vgl. dariiber: E. Adikes, Kants, Opus, posthumum, Ergdnzungsheft 50
der Kantftudien, Berlin 1920.)
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materialen Phdnomenologie des betreffenden Gebiets. Das heifdt: Von
dev Idee eines folchen vegionalen Gegenftands, etwa des mateviellen
Dings, ausgebend, fragen wir gewiffermafien zuriick nach den Be-
dingungen der Moglichkeit der Ecrfaffung feiner Wefenseigentiimtich-
keiten durch das Bewufitfein. Dabei finden wir dann, dafl z. B.
das Ding der Mannigfaltigkeit feiner mdglichen Hfpekte (in Wahc-
nehmung, Evinnerung, Pbantafie) beftimmte Regeln vorfchreibt,
d. h. »abfolut einfichtige ideale Mdglichkeiten der ,Grenzenlofigkeit
im Fortgange' einftimmiger Anfchauungen und zwar nach typiich
vorgezeichneten Richtungen« (Huiferl, »Ideen« § 149, S. 311).

Fiir die fo an der Hand von stranfzendentalen Leitfdden« vou-
gehende Methode ift es chavakteriftifth, daB fie das als Leitfaden
dienende ontologifche Wefen (etwa das Eidos »Natur«) als gegeben
binnimmt und nicht weiter zuriickfragt. Jenes ontologifche Wefen
(das Eidos Natur) ift aber felbft gewonnen ducvch Wefensichau
(Ideation) aus dem entfprechenden individuellen Gegenftand bzw.
Gegenftandsfyftem (unferver faktifch-empirifchen Natur) und ift fo in
mancher Hinficht von der Zufilligkeit jener empirifchen Vorgegeben-
beit noch abbhdngig. Wenn alfo auch die vegreffiv ermittelten phéno-
menologifchen Bedingungen ftreng notwendig find fiic die Kon.
ftitution einer Natur vom Typus der uns gegebenen, fo ift damit
noch nicht gefagt, daB fie notwendig find fiir jeden denkbaren Typus
»Natur«. Es evrhebt fich vielmebr das Problem der gréfitmdglichen
Verallgemeinerung des urfpriinglich als Leitfaden zugrunde gelegten
ontologifchen Wefens, d. h. hier des Wefens »Natur«. Da es fich
hierbei fchon um eine oberfite Gattung (Region) handelt, kommt fiic
eine devartige Verallgemeinerung nur die »Formalifiecung« (vgl.
Hufferl, »ldeen« § 13) in Frage.

Von dem Typus der faktifchen Natur wevden wir fo gefiibrt
zur formalen Idee einer Natur iiberbaupt. Korrelativ damit werden
wir eine folche formalifierende Vervallgemeinerung in allen kone
ftitutiven Schichten vornebhmen miiffen, bis hinab zu den byletifchen
Daten, die uns in ibrer zufilligen Eigenart nicht mebr binden
werden, fondern von denen wir nur noch die formale Idee einer
»Hyle« zuriickbehalten.

So gelangen wir zu den in einem héberen und letiten Sinne not-
wendigen Bedingungen der Konftitution der Natur. Die jetzt ev-
veichte Idee der Natur iiberhaupt wird mit keinecrlei Kontingenz
mebr bebaftet und durvch und durch rvational in ihvem konftitu-
tiven Hufbau zu begreifen fein. Im Materialen herrichte bereits
ftrenge Notwendigkeit, aber doch nur in befchvdnktem Rahmen, in
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derv jet erveichten formalen Sphédre handelt es fich um die »analytifche
Notwendigkeit« im Sinne der dritten »logifchen Unterfuchunge«
Hufferls. (Band II, 1, S. 254 ff., 2. Aufl.).

Damit 16fen fich aber alle materialen Phdnomenologieen auf in
die eine, ungebheuer erweiterte formale Phdnomenologie. Syltematifch
entfteht die Aufgabe, von der formalen Ontologie einen methodifchen
Ubergang zu finden zu den durch Formalifierung der materialen
Regionen entftandenen Gebilden. Denn diefe find doch durch den
Formalifierungsprozefl keineswegs zu einfachen »Gegenftinden iiber-
baupt« geworden, fie haben vielmehr ihve gefamte Differenziertheit
behalten. Das Problem ift nun, diefe differenzierten Gebilde von
der formalen Ontologie aus zu »konftruierene.

Der Weg zur Lofung diefer ungebeuren Hufgabe kann bhier
nicht einmal andeutungsweife befprochen werden. Er fiibrt iiber
die Lebre von der Individuation (von den principia individuationis,
wie Zeit und Raum). Einzelnes wird fpdter anzufiibren fein.

Der Kern des ganzen Gedankengangs ift alfo: Uberwindung
det apriorifchen Kontingenz durch Formalifiecung und fyftematifche
Konftruktion vom »Urfprung« ber, womit die Erweiterung der
mathesis universalis (die fich nur mit dem Etwas iiberhaupt befafit)
zu einem wirklich allumfaffenden Syftem smathesis universalissima«
(in dev audch das Individuelle feinen Plagy hat), verbunden ift.') Damit ift,
wie wir meinen, die Idee der ftreng rationalen Wiifenichaft evreicht.

Diefe Idee wollen wir im folgenden auf das Problem der Geo-
metrie und (teilweife) der mathematifichen Naturwiffenfchaft anwenden.
Wir werden dabei dem Ideal einer ftreng rationalen Geometrie und
Pbyfik zuftreben, indem wir uns von den kontingenten Momenten,
die jene Wiffenfchaften im Laufe ibver Entwicklung, feit Euklid
und Newton, in fich aufgenommen haben, zu befreien trachten.

Wir kdnnen nunmebr unfer zweites Hauptproblem in folgender
Faffung ausfprechen: Es find die kontingenten Momente im Hufbau
der Geometrie mittels der tranfzendentalen Methode auszufchalten.

3.

Es eriibrigt fich noch, auf das Vecrhidltnisunfererbeiden
Hauptprobleme kurz einzugehen.

1) Dabei befchrdnken wir uns bhier auf die N atur gegenftinde, d. b.
Gegenftinde, bei denen wertende und praktifche Gefichtspunkte keine Rolle
fpielen. Ob die Idee der mathesis universalissima iiber die formale Idee der
Natur binaus ausgedebnt werden kann und in welchem Sinne, kiimmert
uns bier nicht.
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Man konnte verfucht fein, zu meinen, dafl die Idee einev ftreng
rationalen Wiffenfchaft, die nichts Kontingentes mebr enthilt, das
erfte Hauptproblem fozufagen iiberfliiffig macht, indem nidmlich in
einer »tein rvationalen« Wiffenfhaft die HAnfchauung als ficher kon-
tingentes Element von vornberein keinen Platy findet. Hllein dem
ift nicht fo. Der fpringende Punkt liegt hier in dem Ubergang von
der »mathesis universalis« zur »mathesis universalissimae«, d. h. von
der in voller Weite verftandenen formalen Logik zu dem alle
Phdnomene tranfzendental in fich begreifenden fchlechthin univerfellen
Syfteme. Obwobhl diefes Syftem konftruktiv ift, umfaft es doch
auch famtliche Phdnomene der Anichauung, und zwar in einer von
jeder Kontingenz befreiten Geftalt. Es umfafit gewiffermafien die
mdglichen Formen aller HAnfchauung iiberbaupt (neben andeven
Phinomenen). Nun ift aber auch bier jede diefer Anfchauungsformen
zundchft fchlicht, d. b. morphologifch-vag oder indefinit, Hud fie
mufd ecft definit gemacht wevden, um der formallogifchen Begriffs-
bildung Hngriffspunkte zu bieten. Man darf alfo nicht glauben,
jemals des Limesproblemes iiberhoben zu fein.

Es bleiben alfo unfere beiden Hauptprobleme unabhidngig von
einander beftehen:

1. Das Problem der rationalen Erfaffung des Sdhlicht- Anfchau-
lichen. Speziell: geometrifche Idealifierung, Idee des Limes.

2. Das Problem der Husfchaltung der Kontingenz: Wie kann
nicht nur das Empirifch- Kontingente, fondern gerade das Apriorifch-
Kontingente iiberwunden werden? Insbefondere: Wie kann der
fcheinbar kontingent-mateviale Gebalt der geometrifchen Hxiome
tranfzendental begriindet werden, d. h. als notwendig, feiner
fcheinbaren Zufilligkeit entriickt, verftanden werden?

Das erfte Problem ift, in dev iiblichen mathematifchen Tev-
minologie ausgedriickt, nichts anderes als das Kontinuum-
problem; das zweite aberift dasProblem desVerhdltniffes
der euklidifcdhen zu den fog. nichteuklidifhen Geo-
metvrieen.

Mit diefer prizifen Formulierung unfever Problematik ift zu-
gleich die Gliederung unferer Hrbeit gegeben: ibre beiden Teile
find den beiden Hauptproblemen gewidmet.
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Ecfter Teil.

Die rationale Erfaffung des rdumlichen Kontisx
nuums mittels des Grenziibergangs.

Vorbemerkung.

In der Einleitung hatten wir die phdnomenologifche Pro-
blematik der Geometrie kurz entwickelt. Diefem evften Teil fillt
die Aufgabe zu, die rationale Auffaffung des Kontinuums verftandlich
zu machen. Erv befdhiftigt fich aber nur mit der Analyfe der HAn-
wendung eines rtationalen Hlgorithmus auf ein f{chlicht-anfchauliches
Kontinuum, obne inbaltlich irgendwie diefen Hlgorithmus ndber zu
beftimmen. Dies wird die Aufgabe des zweiten Teils fein. Hlle
inbaltlichen Beftimmungen der geometrifchen HAxiome bleiben fomit
unerdrtert, nur wie man iiberbaupt dazu kommen kann, geome-
trifche Axiome aufzuftellen, wird unterfucht.')

Wir gehen dabei fo vor, dal witim evf{ten HAbfchnitt ganz
allgemein das formale Problem bebandeln, wie man irgendein Kon.
tinuum cvational exfaflt; im zweiten Abfcdhnitt die phdnomeno-
logifche Konftitution des Raumes fkizzieren und davauf geftiigt im
dritten Abfdnittdas geometrifche Problem im engeven Sinn, d.h.
die Aufgabe der rationalen Bearbeitung des Raumes zu 16fen verfuchen.

Erfter Abichnitt.
Umrifl des allgemeinen Limesproblems.

§ 1. Der Gegenfatz des Vagen und des Exakten.
Um den fiir den Begriff des Limes grundlegenden Gegenfaty
von »exakt« und »vag« berauszuftellen, wollen wir ihn abheben
gegen ein andeves Gegenfapaar, mit dem er in Gefabr ift, ver~
wechfelt zu werden, nidmlich gegen den Unterfchied zwifchen Eidos
und empivifchem Typus.

A) Eidos und empivifcher Typus.

Die Phdanomenologie untericheidet zwei grundfaslich vervichiedene
Hrten von Hbftraktion. Ecrfitens gibt es die Auffuchung des »Ge-
meinfamen« einer Menge vorgelegter Gegenftinde (Dinge). Diefes
Gemeinfame entfpringt alfo an einer beftimmten Zahl gegenwirtiger

1) Eine fcheinbare Ausnabme bilden die fog. Stetigkeitsaxiome.
Es wird fich herausftellen, daf fie fich auf den Grenziibergang als folchen,
nicht auf die inbaltliche Beftimmtbeit des rationalen Hlgovithmus bezieben.
Sie fteben alfo nicht auf derfelben Ebene wie die iibrigen Hxiome.
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oder vergegenwirtigter (z. B. erinnerter) Dinge und umfafit mdg-
licherweife noch eine unbeftimmte Zahl erwarteter, evtl. antreffbaver
(alfo auch »pofitionale vergegenwirtigter) Dinge. Immer bandelt
es fich dabei um »pofitionales« Bewufitiein,') dem die als Aus-
gangspunkt der »HAbftraktion« dienenden Gegenftinde, wie audh das
als Refultat ericheinende » Gemeinfame« gegeben werden. Zweitens
gibt es im Gegenfaty dazu die »ideievende Hbftraktion«, die das Ge-
meinfame aller md glich e n Gegenftinde von beftimmter Art beraus-
bebt. Sie ift wefentlich fundiert auf ein neutralifiertes, ein frei fingie-
rendes Bewufitfein.

Die erfte Weife der Abftraktion fiibrt zum empivifchen Ty-
pus, z. B. einer Pflanze in der Botanik oder eines beftimmten Tieves
in der Zoologie. Hn die Beobachtung eines derartigen Typus kniipft
fich die Erwartung, daf man Gegenftinde desfelben Typs auch in
Zukunft antreffen werde, in unbeftimmter Menge. Jeder neue Fund
der betreffenden Art bekriftigt diefe Exwartung. Insbefondeve 1dft
uns die Auffindung einer Anzabhl fiiv die HArt charakteriftifcher Mo-
mente an einem neuen Gegenftand erwarten, auch die iibrigen fiir
den Typus charakteriftifchen Momente an ibm zu finden. Hber das
Zufamment vef f e n famtlicher fiir eine Art charakteriftificher Momente
ift kein notwendiger Zufammenhang. D. h,, es find in freier Phan-
tafie Gegenftinde vorftellbar (fingierbar); die einige, aber nicht alle
det fiiv die Hrt bezeichnenden Merkmale befigen. Hufilerdem ent-
balt ein empirifcher Typus einen offenen Horizont der Unbeftimmt-
beit; die Kenntnis einiger Merkmale des Typus erdffnet die Rusficht
auf die empirifche Beftimmbarkeit weitever Merkmale, die aber im
Voraus nicht angegeben werden kdnnen.

Die zweite »ideievrende« Bbftraktionsweife verkniipft da-
gegen alle »gemeinfamen« Merkmale der Gegenftinde einer Art mit
abfoluter Notwendigkeit. Wir binden unfere Pbhantafie durch die
HAnnabme (den »Hnfag«) gewiffer Merkmale und laffen dann die
iibvigen Merkmale frei variabel. Dabei ftellen fich dann einige von
ibnen als invaviant beraus. Was wir dabei als unverdnderlich, von
detr Variation nicht mitbetrvoffen finden, find ndmlich diejenigen Mevrk-
male, die mit den zundcft angefetiten notwendig mitgefeit find,
deven Negation alfo zum Widerfinn (matevialer Art) fiibren wiirde.
Das fo entftehende Gemeinfame ift das »Eidos« oder »Wefen.«
Der notwendige Zufammenhbang zwifchen Wefensmerkmalen, genauer
zwifchen den Varviationen der Wefensmerkmale, ift ein » Wefensgefet. «

1) Uber pofitionales und neutralifievtes Bewufitfein . Husserls »ldeen«
§ 109 bis 112
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Dall die Momente des Eidos wefensgefegjlih zufammengehalten
werden, das macht eigentlich die Eigenart des Eidos im Gegenfatz
zum empicifchen Typus aus. Wefensgefetze gelten unverbriichlich,
fie gehben den empirifchen Gefetzen »vorane«, fie {ind a priovi. Sie
bilden den feften Rahmen, innetrbalb deffen fich die empirifchen Ge-
fete mit einer gewiffen Freibeit entfalten kénnen, den fie aber nicht
iiberfchreiten kdnnen.!) Die Wefensgefetze machen das aus, was an
einer Evxicheinung begreiflich ift. Blofle empirifche Gefeie find grund-
fatzlich ftets unbegreiflich, wenn wir uns auch fo an fie gewdhnen,
daf wir fie nicht mebr als wunderbar empfinden und fiiv felbftver-
ftindlich halten; im eigentlichen Sinne find fie das nie.

B) Motrpbologifcdhe Vagheit und geometrifche Exaktheit.

Von dem Unterichied zwifchen Eidos und empirtifchem Typus ift
forgfiltig zu trennen der zwifchen Vagheit und Exaktbheit.?) Exem-
plifizieren wir an den rdumlichen Geftalten, die uns ja als Haupt-
thema befchiftigen! Was wir an Geftalten unmittelbar wahrnebhmen,
z. B. fehen, ift immer bis zu einem gewiffen Grade vag und flieffend.
Wit feben etwa etwas »Rundes« oder »Ovales« oder »Vieredkiges« —
aber keine exakten Kreife, Ellipfen, Quadrate. Diefe »geometrifchen«
Figuren find abfolut fcharf, fie liegen als »Punkte« im Kontinuum
aller moglichen Geftalten. Movphologifche Geftalten dagegen fchweben
immer in einer gewiffen Sphire der Unbeftimmtheit.

Hn Beifpielen 148t fich leicht zeigen, daBl es erftens fowobhl
morpbhologifche wie exakte »Wefen« und dafl es zweitens neben
den vagen empirifchen Typen im eigentlichen Sinne in der Natur-
wiffenfchaft audh exakte »ldealtypen« gibt, die trotzdem nicht durch-
gangig wefensgefetzlich beftimmt find, fondern z. B. ganz beftimmte
numervifche Konftanten enthalten. — Beifpiele:

1. a) Vages (»morphologifche«) Wefen: Eifdrmige Geftalt,

b) Exaktes (»geometriiche«) Wefen: Kreis, Ellipfe;

II. a) Vager empirifcher Typus: Blatt, Lwe,

b) Exakter Idealtypus: Wafferftoffatom, Planetenbabhn.

Zur Idee des »exakten ldealtypuse« ift zu bemerken: Es gibt
in der Natur de facto keine exakten individuellen Gegenftinde. Es
exiftieren ficher keine ungeftérten Planetenbabnen, vielleicht nidht
einmal vollig exakt charaktevifierte Wafferftoffatome. Hber auch ein
»ideales« (im Sinne der Limesbildung idealifiertes) Wafferftoffatom

1) Vgl. Husserl, »Ideen« § 5 bis 7.
2) S. Husserxl, »Ideen« § 74.
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widre kein lediglih von Wefensgefeien bebercichtes Gebilde. Ge-
wiffe feiner zablenmifiigen Eigenichaften find empiriich gewonnen,
wenn fie fich auch niemals als direktes Beobachtungsergebnis etv-
geben. Die Sachlage ift alfo die: Wir kénnen uns exakt definierte
Gebilde sdenken« (wie, ift fpiter zu erdrtern) von fpeziellem, ja
finguldrem Charakter und folche exakte »ldealtypen« verwenden zur
Charakterifierung von empirifchen Gegenftinden eines gewiifen Typus.
Jene »ldealtypen« find ja in gewiffem Sinne fiktiv, aber doch keine
Wefen. Denn ibr fpezieller Charakter, der von ibrer Herleitung
aus empirifchen Gebilden berriibrt, ift nicht wefensgefetzlich beftimmt;
nicht alle ihre Merkmale find notwendig, fondern manche find zu-
fillig. Wir kénnen fogar fo weit geben, individuellen Gegenftinden
an einer ganz beftimmten Raum- und Zeitftelle ein devartiges exaktes
Gebilde zu fubftruieren. Dies tun wir z. B., wenn wir von der
theovetifchen Figur der Erde (dem fog. »Geoid«) oder der theove-
tifchen Mondbahn veden. HAn diefen »idealen« Gebilden meffen wir
die beobachtete Evdfigur oder Mondbahn, die immer eine gewiffe
Unbeftimmtheit (Schwankungsbreite) an fich . hat.

C) Der Begriff des Limes.

Es ift nun diefer Unterfchied zwifchen vagen und exakten Gegen-
ftinden, der auf den Begriff des Limes notwendig hinweift.!) Einervfeits
find die vagen Geftalten zwar unmittelbar anichaulich falbar und aus
ibnen find in ideievrender Hbftvaktion echte morphologifche Wefen
erfchaubar, aber fie zeigen dafiir den Mangel, daf fie begrifflich nicht
fcharf beftimmbar find und dafl fie daber nicht in rationalen Wiffen~
fchaften zu gebrauchen find, gleichfam wegen der beftindigen Gefabv
einer quaternio terminorum. Sie weifen daber hin auf ein Ideal
von Exaktheit, das jenfeits ihrer liegt. Hndrverfeits find zwar die
exakten Wefen fcharf umriffen und in rationalen Hrgumentationen
verwendbar, aber wenn wir, dem phidnomenologiichen Grundprinzip
getreu, von fignitiven zum intuitiven Denken zuriickgehen wollen,?)
entfchwinden fie uns fcheinbar. Weder find fie in fchlichter Wabr-
nebmung erfaflt, noch fcheinen fie kategoriale Wefenbheiten zu fein.
Wir werden bhier daran evinnert, dafl fchon Plato den geometrifchen
Figuren eine Mittelftellung zwifchen den Ideen (fiir die ev dftevs kate-
gotiale Beifpiele angibt) und den Sinnendingen anwies.?)

1) Husserl, ldeen § 74.
2) Husserl, Logifche Unterfuchungen, Bd. 1, 6, Unterfuchung.
3) Siebe Plato, Timaeus p. 52 (Stepb. [cap. 18]); Vgl. auch Aviftos
teles, de anima I, 1; 403 b, 14 bis 16; Methapbyfik I, 6, 987 b, 14 bis 18.
Hufferl, Jabrbuch f. Philofophie VI. 26
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Von beiden Seiten aus, von den vagen wie von den exakten
Geftalten, werden wir alfo gedringt, uns dem Pvozefl der Limes-
bildung zuzuwenden. Nach feiner Kldrung wevden wir das Uber-
fidhbinausftreben des Vagen befriedigen und auch umgekebhrt dem
Idealbegriff eine echte anfchauliche Fundierung verichaffen konnen.

§ 2. Rationaler HAlgoritbmus und definite Mannig-
faltigkeit.
A Das Grundmerkmaldes vrationalen Hlgorithmus.

Eine rvationale Theorie befteht in einem Begriindungszufammen-
bang von Sidgen. Das gilt fiiv alle, audh die unvollkommenen
(hypothetifch- deduktiven) Formen des rvationalen Syftems. Es handelt
fib nun darum, den Charakter diefes rationalen Zufammenhangs
gegeniiber defkriptiven und pfychologildh verftindlichen u. & Zu.
fammenbidngen herauszuftellen.

Das entfcheidende Merkmal, das den rationalen Zufammenbang
vor andeven auszeichnet, ift fein konftruktiver Charakter. Das
befagt, dal} er fich aus diskreten Konftruktionselementen in endlicher
Zabl zufammenfest und daB die HArt der ftruktiven Verbindung
zwifchen ibnen lediglich logifch-formaler (im erweiterten Sinne
fyllogiftifcher) Natur ift. Ev bat, fo wollen wir das ausdriicken, den
Charakter eines Hlgotrithmus.

Einem folchen rvationalen Hlgorithmus {chreiben wir die Grund-
eigenfchaft der Endlichkeit!) zu. Sie befteht, nidher betrachtet, in
zwei Momenten, etftens der Diskretheit, zweitens der »Definitheit«.
Die Diskretheit befagt, dal beim rationalen Hlgovitbhmus fprung-
weife von Element zu Element fortgefchritten wird, alfo nicht ftetig
durch eine unendliche, zufammenbidngende Mannigfaltigkeit von
Elementen fortgegangen wird. Ein Hlgorithmus ift alfo niemals
»in fich dicht«; d. h. es liegt nicht zwifchen je zweien feiner Elemente
ftets wieder ein Element. — Die Definitheit dagegen bedeutet, dafl
alle moglichen Gebilde des betreffenden Sachgebiets durch einen
aus einer endlichen Anzahl von Grundelementen beftehenden Hlgo-
vithmus evveicht wevrden kdénnen, und dafl ferner die ftruktive
Komplikation des Hlgorithmus nicht unendlich wird.

Das beifit alfo, da fowobhl dem Hlgorithmus felbft als auch dem
Sachgebiet, das er konftruktiv bebertichen foll, der Charakter einer
»definiten Mannigfaltigkeit « zugefchrieben werdenmufl. Diefem mannig-
fache Schwievigkeiten bietenden Begriff miiffen wir uns nun zuwenden.

1) Dies tat im Grunde fchonAvristoteles, vgl z B. Anal. post. ], c. 3.
(p.72b, 7 bis 11,)
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B.Der Begriff derdefiniten Mannigfaltigkeit.

Der Begriff der definiten Mannigfaltigkeit wuvde in prizifer Form
zuerft von Hufferl eingefiibet.!) Wegen der grundlegenden
Widhtigkeit diefes Begriffs fiir das Problem derv rationalen Bearbeitung
des Kontinuums geben wit ein ausfiibrliches Zitat:

1. »Die Geometrie fixiert einige wenige Hrten von Grundge-
bilden.... Mit Hilfe der HAxiome, d. h. der primitiven Wefens.
gefetie, ift fie nun in der Lage, alle im Raume ,exiftievenden’
d. h. ideal moglichen Raumgeftalten und alle ihnen zugehdrigen
Wefensverhiltniffe vein deduktiv abzuleiten, in Form exakt bes
ftimmender Begriffe, welche die unferer Intuition im allgemeinen
fremd bleibenden Wefen vertreten. ... 2. Mit anderen Worten, die
Mannigfaltigkeit der Raumgeftaltungen iiberhaupt hat eine merk-.
wiirdige logifche Fundamentaleigenfchaft, fiir die wir den Namen
,definite Mannigfaltigkeit‘ . .. einfilbven. Sie ift daduvch charak-
tevifiect, daBl eine endliche Anzahl gegebenenfalls aus dem Wefen
des jeweiligen Gebiets zu f{chdpfender Begriffe und Site die Ge-
famtheit allex mdglichen Geftaltungen des Gebiets in der Weife vein
analytifcher Notwendigkeit vollftindig und eindeutig beftimmt, fo
daf} alfo in ibr prinzipiell nichts mebr offen bleibt. ... 3. Ein
Hquivalent des Begriffs einer definiten Mannigfaltigkeit liegt auch
in folgenden Sidgen: Jeder aus den ausgezeichneten axiomatifchen
Begriffen, nadh weldhen logilchen Formen auch immer zu bildende
Saty, ift entweder eine pure formallogifche Folge der Axiome oder
eine ebenfolche Widerfolge, d. h. den Axiomen formal widecfprechend,
fo daB dann das kontradiktorifche Gegenteil eine formallogifche Folge
der Axiome wire. In einer mathematifch definiten Mannigfaltigkeit
find die Begriffe ,wahr’ und ,formallogiiche Folge der HAxiome'
dquivalent und ebenio ,falich’ und ,formallogiiche Widerfolge der
Axiome'«,

Die drei mit Ziffern bezeichneten Abichnitte diefes Zitats chavak-
tevifieren drei Huffaffungen, die der Begriff der definiten Mannig~
faltigkeit in dev Grundlagenforfchung der Mathematik feit der Mitte
des 19. Jabrhunderts erfahrven hat. Wir werden die Tragweite detr
auf den eviten Blick zwar leicht verftindlichen, aber doch bei
nidherem Zufehen {chwierigen Husfiibrungen Hufferls am beften
verfteben lernen, wenn wir diefe drvei hiftorifchen Huffaffungen dev
Reihe nach entwickeln.

1) In einem im Winterfemefter 1901,02 in der G&ttinger Mathematifchen
Gefellichaft gebaltenen Vortrag. — Wir benutien bier die fpétere Darftellung in
den »Ideen« § 72 (S. 135).

26*
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Die erx{te Auffaffung ftammt von den Begriindern der exakten
Theovie der Ivrvationalzahlen, G. Cantor, Dedekind, Weiert-
ftrafl, Wir balten uns hier an G. Cantors Faffung des Begriffs
der Menge.')

Die zweite wurde durch die Notwendigkeit, die fog. ,Anti-
nomieen der Mengenlehre' zu vermeiden, hetvorgerufen. lbre
Ucheber find B. Ruffell,? J. Kénig?® und in etwas anderer
Faffung H. Weyl?) (in feiner erften Kontinuumtheorie von 1918).

Die dritte ging aus von einer fundamental neuen Huffaffung
des Kontinuums. (Neu gegeniiber den Anfchauungen der modernen
Mathematik). Sie ift die Schdpfung L. E. J.Brouwers,’) dem
fih neuerdings H. Weyl®) (in feiner zweiten Kontinuumtbheorie
von 1921) angefchloffen bat.

Wit bezeichnen (aus Griinden, die fich fogleich zeigen werden)
diefe drei Auffaffungen der Definitheit folgendermafen:

Definitbeit kann gefafit werden:

1. als »Elementarvdefinitheit« (G. Cantor),

2. als »Umfangsdefinitheit« (Ruffell, Weyl 1918),

3. als »Enticheidungsdefinitheit« (Brouwer, Weyl 1921). —

Ebe wir zur ndberen Charakterifierung diefer drei Auffaffungen
der Definitheit iibergehen, miiffen wir nodch eine Bemerkung iiber
unendliche Mengen im allgemeinen einfchalten.

Eine unendliche Menge ift niemals dadurch gegeben, daB man
ibve Elemente aufzdblt, denn damit kime man ja niemals zu Ende.
Man kann nichts andeves tun, als eine famtliche Elemente charak-
terifierende Eigenfchaft oder ein fie beftimmendes Gefey anzugeben.

1) Vgl. G. Cantor, Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeits«
lebre. (Math. Bnn, Bd. 21, S. 545 bis 591), 1883.

2) B. Ruffell, The Principles of Mathematics, Cambridge 1903, A. N.
Whitebead und B. Ruffell, Principia Mathematica, Vol. 1. 1910.

3) J. Kénig, Neue Grundlagen der Logik, HAritbmetik und Mengen-
lebre, Leipzig 1914.

4) H. Weyl, Das Kontinuum, Leipzig 1918; Der circulus vitiosus in
der beutigen Begriindung der Hnalysis. Jabresb. d. Deutichen Math. Ver.
28, S. 85 bis 92, 1919,

5) LLE.J. Brouwer, »Over de grondslage der wiskunde«, HAmfters
dam 1907 (Inaug.~Differt.); »Intuitionism and Formalism«, Bull. Am. Math.
Soc. 20, S. 81 bis 96 (1913); »Begriindung der Mengenlebte unabbidngig vom
Sae des ausgeflchloffenen Dritten«, Verbandl. d. Akad. v. Wetenfch. te
Amfterdam, Bd. 12 (1918/19); »Intuitioniftifche Mengenlebre«, Jabrb. d. Deutich.
Math. Ver. 1919 (S. 203 bis 208).

6) H. Weyl, Uber die neue Grundlagenkrife der Mathematik, Math.
Zeitfchr, Bd. 10, S. 39 ff. (1921).
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Dagegen kann eine willkiiclich zufammengewiirfelte unendliche Menge
niemals als fertig vorliegendes Gebilde »gedacht« werden, und man
beachte wobhl: dies zieht, nach dem Prinzip des tranfzendentalen
Idealismus, unweigerlich nach fich, daf} ein folches Gebilde auch nicht
irgendwie »an fich« fertig »exiftiecte. Wir zitieven noch den be-
zeichnenden, draftifchen Sag Weyls:!) »Man muf fich vor der
Vortftellung hiiten, dafl, wenn eine unendliche Menge definiert ift,
man nicht bloB die fiir ihve Elemente chavakteriftifche Eigenichaft
kennt, fondern diefe Elemente felber fozufagen ausgebreitet vor fich
liegen habe und man fie nur der Reibe nach zu durchlaufen braudhe,
wie ein Beamter auf dem Polizeibureau feine Regifter, um aus.
findig zu machen, ob in der Menge ein Element von diefer oder
jener Hrt exiftiect. Das ift einer unendlichen Menge gegeniiber
finnlos.« *) Eine mebr logifche Charakteriftik der Sachlage ift
folgende: Eine unendliche Menge kann nicht finngeméf gemeint fein
als ein Plural im urfpriinglichen Sinn, d. h. als eine kollektive
Zufammenfaffung vorgegebener Elemente, als ein in einem eigent.-
lichen Zufammengrciff wirklich Zufammengefafites. Vielmchr ift
fie eine offene Vielheit, zu deven Sinn es gebhdrt, ein »und fo
weiter«, eine fyftematifche Aneinanderreihung von Elementen obne
AbichluB, zu enthalten.

Wir miiffen uns dies ftets vor HAugen balten, wenn wir jett
an die einzelnen Theorien iiber unendliche Mengen herantreten.

1. Elementardefinite Mannigfaltigkeiten.

G. Cantor definiect: Eine (unendliche oder endliche) Menge
ift dann vollftindig beftimmt, wenn von jedem vorgelegten Gegen-
ftand feft{teht, ob er der Menge zugehdrt oder nicht. Mit anderen
Worten: Stebt feft, ob der beliebig vorgelegte Gegenftand a die
Eigenichaft E hat (unter den Begriff [E] féllt), fo ift auch die dev

1) Uber die neue Grundlagenkrife d. Math., 1. Teil, 1.

2) Hufferl bat fchon in feiner friiberen Schrift »Philofopbie der Ariths
metik« (I1.Bd. Halle 1891), S.246 bis 250, den Standpunkt des transfzendentalen
Idealismus bei der Huffaffung unendlicher Mengen zur Geltung gebracht,
indem er nachdriicklich betont hat, daB fiir die Apperzeption unendlicher
Mengen prinzipiell unvollendbare Prozeffe in Frage kommen, die auch nicht
durch ein idealifiertes Erkenntnisvermdgen vollendet gedacht werden kdnnen.
Wir bdtten nur dagegen etwas einzuwenden, daf als logifcher Gebalt des
Begriffs der unendlichen Menge der Umftand bingeftellt wird, dafl fiir jeden
vorgegebenen Gegenftand beftimmt ift, ob er zur Menge geh&rt oder nicht;
diefes Canto rfche Definitheitskriterium wird fich gerade im Verlauf unferer
Unterfuchung als ungeniigend erweifen.



406 Oskar Bedker, [22

Eigenichaft E entfprechende Menge M (als Begriffsumfang) beftimmt.
Die Menge M ift alfo definit in bezug auf jedes ihrer Elemente
(»elementardefinite).

Diefe Definition Cantors entfpricht dem ervften Say der oben
zitievten Husfithrungen Hufferls: »Die Geometrie ... ift in der
Lage, alle ... ideal mdglichen Raumgeftalten ... rein deduktiv ab-
zuleiten, in Form exakt beftimmender Begriffe«. Diefe Beftimmung
betont den Gegenfaty zu den vagen morphologifchen Begriffen, bei
denen nicht immer feftfteht, ob ein konkretes individuelles Gebilde
unter fie fillt oder nicht. Die mathematifchen Ideaibegriffe find
eben dadurdh charakterifiert, dafl die Zugehdrigkeit zum Begriff fiiv
jeden Gegenftand ohne Schwanken und Zweifel feftftebt,

Beifpielsweife ift bei der Fetrmatfiden Gleichung: x" + y" = 2"
(x, v, z, n ganze pofitive Zabhlen) in jedem einzelnen Fall, d. h. fiic
je vier konkrete Zablen, beftimmt, ob fie erfiillt ift oder nicht.
Nennt man diejenigen Zabhlenquadrupel x, y, z, n, die fiit n > 2 die
Gleichung erfiillen, »Fermatice Zahlenquadrupel«, fo ift alfo die
Menge der Fermatiden Zablenquadrupel elementardefinit.

Wir baben damit im Beveich der unendlichen Mengen die voll-
ftindige Disjunktion gewonnen: morphologifch-vage — elementar-
definite Mengen.

2. Umfangsdefinite Mannigfaltigkeiten.

In dem zweiten Hbichnitt der oben zitierten Husfiihrungen
Hufferls heifdt es: »... daBl eine endlich e Anzabhl ... Begriffe ...
die Gefamtheit aller mdglichen Geftaltungen des Gebiets ... voll-
ftindig beftimmt«. Dies kann man dabin interpretieven, dafl die
Gegenftinde der definiten Mannigfaltigkeit (Menge) einen »an fich
beftimmten und begrenzten, ideal geichloffenen Inbegriff bildene
(Weyl)). G. Cantor glaubte zunidchit, diefer Sachverhalt fei
eine Folge feiner Mengendefinition, mufite aber zugeben, daf} dies
fiiv gewiffe Husnahmefille, die er »inkonfiftente« Mengen nannte,?)
nicht mebhr zutrifft. Diefe geben dann HAnlaB zu gewiffen Wider-
fpriichen, deven erfter von B. Ruffell verdffentlicht wurde?).
Ruffell zeigte, daB die Menge aller Mengen, die fich felbft nicht
als Element entbalten (eine nadh Cantor durchaus geftattete
Mengenbildung), mit einem Wideripruch bebaftet ift. Denn man

1) Jabresb. d. Deutfch. Math. Ver. Bd. 28, S. 85.

2) Vgl. Hilbert, Grundlagen der Geometrie (3. Hufl. Leipzig 1909),
Hnbang VII, S. 265. :

3) Zuerft im Anbang von F v e g e 8 »Grundgelfetyen der Arithmetik« 2, Bd.
(Jena 1903), dann in feinen oben zitierten Schriften.
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kann von ibr beweifen, daB fie zugleich fich felbft als Element ent-
bdlt und fich felbft nicht als Element enthilt.

Im Verlaufe der Diskuffion diefer und dhnlicher Paradoxieen durch
G. Frege, B. Ruffell, J. Kénig, H. Weyl u. a. ftelite fich
beraus, daBl fie auf einem gewiffen cirvculus vitiosus beruben, derv
durdh ein von Ruffell formuliertes Prinzip (das fog. »vicious circle
principle«) vermieden werden kann. Es lautet: »Keine Gefamt-
beit kann Glieder enthalten, die mittels ihver felbft definiert find«
(»no totality can contain members defined in terms of itself«) oder:
»Was immer alle (Glieder) einer Menge in fich fchlieft, darf nicht
felbft ein Glied der Menge fein« (»whatever involves all of a collec-
tion, must not be one of the collection«).!) Das befagt: Zu keinem
Inbegriff kann ein Gegenftand als Element gebhdren, der von detv
Gefamtheit der Elemente des Inbegriffs abbingt. In dev Tat, ein
foldher Gegenftand wiirde ja, dem Sinn feiner Definition nach, fchon
die Gefamtheit der Elemente jenes Inbegriffs vorausfetien, er felbft
wiitde dann erft nachtriglich zu diefer »Gefamtheit« hinzukommen,
die alfo gar keine edhte, in fich gefchloffene Gefamtheit wire. Mengen
diefer paradoxen Hrt find darvakterifiert durch eine gewiffe Riick-
beziiglichkeit eines ihrer Glieder auf fie felbft (»self-veference«, »ve-
flexivness« nach Ruffell). Wir wollen fie deshalb »peritropifche«
nennen.?) Diefen peritvopifchen Mengen feen wir nun unfere »um-
fangsdefiniten Mannigfaltigkeiten« entgegen. Eine Menge M beifit
alfo definit beziiglich ibres Umfangs, wenn es nicht nuc feftftebt,
ob ein vorgegebener Gegenftand unter M fillt oder nicht, fondern
auch, ob es auflerbalb eines gewiffen abgeichloffenen Kreifes von
Gegenftinden noch weitere unter M fallende Gegenftinde gibt oder
nicht. Dagegen bat fiir eine peritropiiche Menge M zwar die Frage:
»Hat ein beftimmter Gegenftand a von M die Eigenfchaft E?« ftets

1) Ruffell und Whitebhead, Principia Mathematica, Vol. I, p. 40.
(Cambridge 1910).

2) Die biftorifche Wurzel der »veflexiven« Pavradoxieen ift das antike
Sophisma des »Liigners« (6 pevdduevos Adyos); man nannte in der nacharifto-
telifhen Logik eine derartige Riickbeziiglichkeit eines Saties auf fich felbft
negurpons). Der Name ift nachariftotelifch, die Sache findet fich fchon bei
Demokrtit und Plato. S. Sextus Empivicus, adv. Math. VII, 389
(Diels, Voriokr., 2. Aufl, I, 371, fr. 550, 114): »ndoay udv otw @avreoloy odx
&v etmou Tus @An9i die TiY negurgoniy, xadds 8 16 Anudxoitos xal 6 IMidiwy évre-
Aéyovres 16 Tlpwraydpe édidusxov«. Vgl. Plato, Eutbydem 286C: »doxer. ..
1005 0% dMovs dverpémew xel adrds avrovs. — Vgl die in ibrem biftorifchen
Teil bemerkenswerte Differtation v. A. Riiftow »Der Liigner« (pbil. Diff,
Erlangen 1908).
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einen beftimmten Sinn ({ofern M elementardefinit) ift; — aber nicht
immer die weitere Frage: »Gibt es einen unter M fallenden
Gegenftand mit der Eigenicaft E?« (fie ift ndmlich ficher dann finn.
los, wenn E bedeutet: »in einem beftimmten abgefchloffenen Kreife
# liegen« oder »auflerbalb « liegen«).
Wit haben damit folgende Einteilung der Mengen gewonnen:
(unendliche) Mengen
morphologifche elementardefinite
peritrvopifche umfangsdefinite.')

Der Begriff der Umfangsdefinitheit ift alfo enger als der der
Elementardefinitheit, aus dem Umfang des lefiteren Begriffs werden
die peritropifchen Mengen ausgefcloffen.

Beifpiele fiiv pervitropifche Mengen find leicht zu finden. Wir
geben deven zwei an:

1. Die Menge f{dmtlicher sEigenfdhaften«, — Man
kann immer klar enticheiden, ob ein Etwas eine Eigenfchaft ift oder
nicht; d. h. die Menge der Eigenichaften ift elementavdefinit. Troty.
dem gibt es keinen in fich gelchloffenen Inbegriff, der famtliche
Eigenichaften enthielte. Denn fei # ein folcher Inbegriff, fo ift das
»logifche Produkt« aller Elemente von “ ebenfalls eine Eigenidaft,
ndmlich die, famtliche Eigenfchaften, die im Inbegriff # enthalten find,
zu baben. Nennen wit fie II,, fo ift offenbar I, eine Eigenidaft,
die nicht in den Inbegriff # gehdrt; diefer ift alfo nicht Inbegriff
famtlicher mdoglichen Eigenichaften.

2. Die Menge aller Eigenfdhaften von natiic-
lichen Zabhlen. — HAucd hier kann man, »nachdem auf irgend-
einer Weife ein Krveis # von Eigenfchaften natiirlicher Zahlen abge-
grenzt ift, fo dafl dev Begriff umfangsdefinit ift, ohne weiteres
Eigenichaften natiiclicher Zablen definievren, welche auflerhalb des
Kreifes % liegen. Bedeutet ndmlich A irgendeine Eigenichaft von
Eigenfchaften natiirlicher Zabhlen, fo ift die Eigenfchaft Er, welde
einer natiivlichen Zahl x dann und nur dann zukommt, wenn es
eine «-Eigenichaft von der Art A gibt, welche der Zahl x zukommt,
ganz gewifl ihrem Sinne nach von jeder %-Eigenichaft verfchieden.«
(Weyl)?)

Diefe pervitropifchen Mengen mufl man beim Hufbau einer
mathematifchen Difziplin ausfchalten und fich ausfchlieflich auf um-

1) Dabei ift ftillichweigend vorausgefett, daf die elementardefiniten
Mengen »kompoffibel« find, d. b. keine Gegenitdnde enthalten, die fich gegen-
feitig aufheben.

2) Jabresber. d. Deutfch. Math. Ver. 28, S. 86.
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fangsdefinite befchrdnken, wenn man die mengentheovetifchen HAnti~
nomieen vermeiden will.

Auf die fich hier erhebenden technifchen Fragen der mathema-
tifchen Methodik kdnnen wir nicht eingehen. Es fei nur erwibhnt,
dafl die natiitlichen und auch die vationalen Zahlen eine umfangs-
definite Menge bilden; dagegen nicht die in der bisher iiblichen
Weife (etwa mittels Dedekindidher »Schnitte« oder Cant orfcher
»Fundamentalreiben«) definierten veellen Zahlen. Diefe Definitionen
laufen davauf hinaus, eine veelle Zahl zu charakterifieren durch eine
Eigenichaft E von rvationalen Zabhlen oder fie als eine beftimmte
Menge von rationalen Zablen zu evkliaven.!) Und der Begriff »Eigen.
fchaft vationaler Zablen« ift nicht umfangsdefinit. Um diefen Begriff
zu einem umfangsdefiniten »z.Eigenfchaft rvationaler Zahlen« einzu-
fchrdanken, benuft man eine endliche Zahl fcharf definierter Kon-
fteuktionsprinzipien. Nur diejenigen Eigenfchaften wevden als »x-
Eigenfchaften« zugelaffen, die fich mittels diefer Prinzipien aus einer
endlichen HAnzabhl urfpriinglicher Begriffe und Relationen aufbauen
laffen. Das entfpricht genau dem Hufferlichen zweiten Hbfat.
Das bemerkenswertefte Konftruktionsprinzip ift das dev »Iteration«
(unbegrenzten Wiederholung) eines elementaren Prozeffes.?) Peris
tropifche Konftruktionen find natiiclich ftreng zu vermeiden. — Be-
fchvdankt man fich auf die fo konftruierten Gebilde, fo kann man
ficher fein, niemals zu etwas anderem als zu einer umfangsdefiniten
Mannigfaltigkeit zu gelangen.

3. Entfcheidungsdefinite Mannigfaltigkeiten.

In dem dritten Abfaj der Huffe vlfchen Evkldrung dev definiten
Mannigfaltigkeit heift es: »Jeder aus den axiomatifchen Begriffen . ..
zu bildende Safy ift entweder eine pure formallogifche Folge det
Hxiome oder eine ebenfolche Widerfolge«.

Dies lduft auf die Fordevung bhinaus, dafl jede an die definite
Mannigfaltigkeit zu ftellende Frage enticheidbar fein miiffe. Diefer
Standpunkt ift fchon von L. Kroneder?®) vertreten worden 'und

1) Diefe Evrkldarung fiibrt zu einem circulus vitiosus, der fich bei der
iiblichen Definition der »oberen Grenze« einer Menge von reellen Zahlen
ergibt. Denn die charakteriftifche Eigenfchaft der »oberen Grenze« ift keine
andere als die oben erwidbhnte peritropifche Eigenichaft ER, vorausgefetyt dafl
man in ibrer Erkldrung fiir »natiirliche Zabl«: »rationale Zabl« feyt. (Ndberes
bei Weyl, Jabresber. d. Deutich. Math. Ver. 28, S. 87).

2) Weyl, »Das Kontinuume, S, 27.

3) Werke, herausgegeben von K. Henfel, Bd. II, S. 256, 257; Bd. II], 1,
S. 272; S. 147ff, bef. S. 156 Anm. Wir zitieven die erfite Stelle (»Grundziige
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bat ibn veranlafit, alle Zahlen auBler den natiiclichen ihrer felbftandigen
Bedeutung zu berauben und fie auf die natiivlichen zuciickzufiithven.
Spiter ift ec von L. E. J. Brouwevt, der zunichfit von einer neuen,
uns hier noch nicht kilmmernden Theorie des Kontinuums ausging,
wieder aufgenommen und dann von Weyl (in feiner zweiten
Theotie des Kontinuums von 1921) befondevs in logifcher Hinficht
weiter ausgearbeitet worden.?)

Nach unferer zweiten Huffaffung der definiten Mannigfaltigkeit
kann die Frage »Gibt es eine natiirliche Zabl von der Eigen.
fchaft E?« zwar »an fich« entichieden fein (fofern die natiiclichen
Zablen eine umfangsdefinite Mannigfaltigkeit bilden), aber fie braucht
nicht fiir unfere Evkenntnis entfcheidbar zu fein. Z. B. gibt es nach
jener RAuffaffung entweder »Fermatiche Zahlen« oder es gibt
keine. Der =»groflie Fermatiche Satj« behauptet bekanntlich das
letitere, aber es kann fein, daB es keine Md&glichkeit gibt, ihn zu
beweifen oder zu widerlegen. Vielleicht ift alfo die obige Disjunktion
beziiglich det Fe v m a t {chen Zahlen unenticheidbar.?) Wenn dem fo ift
fo widre alfo der Fermatiche Say weder eine Folge noch eine
Widerfolge der avithmetifchen Axiome.

Nun fordert Brouwer, daf ein derartig unent{cheidbarer
Fall nicht eintreten diirfe. Das beifit, er verlangt genau dasfelbe
wie Hufferl in feinem eingangs zitierten Safy. Damit werden wiv
auf den Begriff der »entfcheidungsdefiniten« Mannigfaltigkeit gefiihct.
Wir nennen eine Mannigfaltigkeit fo, wenn fie definit ift beziiglich
der Entfcheidung aller an fie gevichteten Fragen. Das heifit nicht
nur die Frage: »Hat der vorgelegte Gegenftand a der Menge M die
Eigenichaft E?«, fondern auch die weitere Frage: »Gibt es Gegen-

ciner avithmetifchen Theorie der algebraifchen Gréfien« § 4): »Die im Artikel 1
aufgeftellte Definition der Irreduktibilitdt entbebrt folange einer ficheren
Grundlage, als nicht eine Methode angegeben ift, mittels deren bei einer
beftimmten vorgelegten Funktion entfchieden werden kann, ob diefelbe der
aufgefteliten Definition gemdfl irveduktibel ift oder nicht.« Dazu die An-
merkung: »Das analoge Bediitfnis, welches freilich bédufig unbeachtet ge-
blieben ift, zeigt fich in vielen anderven Fillen, bei Definitionen wie bei
Beweisfiibrungen und ich werde bei einer anderen Gelegenbeit in allgemeiner
und eingebender Weife davauf zuriickkommene,

1) Siebe den 2. Teil des Auffates »Uber die neue Grundlagenkrife ufw,«
(Math. Zeitfchr, Bd. 10, S. 39ff), HAn diefe Faffung der Theotie fchliefien
wir uns bier an,

2) Vgl. iiber das Problem der Enticheidbarkeit auch G. Heffenbervg,
Grundbegriffe der Mengenlebre (G5ttingen 1906) Kap.XXIl. (Abb. d. Friesfchen
Schule, Neue Folge, Bd. I, Heft 4) und M. P af ch, Verdnderliche und Funktion
(Leipzig 1914), S. 153 ff.
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ftinde in der Menge M, die die Eigenichaft E haben?« ift ent-
fcheidbar auf Grund der Definition von M und der ihr wefens»
gefelidh zugrunde liegenden Hxiome.

Wie verhdlt fih nun der Begriff der »enticheidungsdefiniten
Mannigfaltigkeit« zu dem der »elementardefiniten« und der »umfangs-
definiten«? Was zwingt uns iiberbaupt dazu, diefen neuen Begriff
einzufiibren?

Das Verhiltnis zu den »elementavdefiniten« Mannigfaltigkeiten ift
von vornherein klar, Die »entfcheidungsdefiniten« Mannigfaltigkeiten
bilden jenen gegeniiber den engeren Inbegriff: alle entfcheidungs-
definiten Mannigfaltigkeiten find elementavdefinit, aber nicht um.-
gekehrt. Schwieviger ift die andeve Frage nach der Beziehung der
Begriffe »entfcheidungsdefinit« und »umfangsdefinit«. Um fie zu
beantworten, miiffen wir ndbher auf die Methode eingehen, nach detv
man entficheidungsdefinite Mannigfaltigkeiten bhetftellt.

Die umfangsdefiniten Mannigfaltigkeiten wurden durch eine fo
geartete Konftruktion erzeugt, dafl ibr »abgefchloffener« Chavakter
dadurch von vornberein gefichert war. Diefe Konftruktion, in detv
lediglich die Iteration elementaver Prozefie (nicht aber die
Itevation des mathematifchen Prozeffes als eines Ganzen) als »un-
endlicbkeitsbildendes« Prinzip zugelaffen war, fchuf einen wobhl-
umgrenzten, ficher abgefteckten Kreis von Mdéglichkeiten fiir die zu
konftruierenden Gebilde, aus dem fich diefe nicht hinauswagen
konnten. Ein Weiterichreiten auf dem Wege von den elementar-
definiten Mannigfaltigkeiten zu den umfangsdefiniten und dann iiber
die lesteren bhinaus ift offenbar unmdéglich. Eine weitere Verengung
des Begriffs der »Umfangsdefinitheit« fiibvt uns nicht zur »Ent-
fcheidungsdefinitheit«.

Vielmebr bedarf es, um zu jenen zu gelangen, einer Wendung
des Blicks nach einer ganz anderen Richtung: Wir machen uns klar,
daB Umfangsdefinitheit keineswegs die Entfcheidbarkeit garvantierct.
Denn wegen der unbegrenzten Wiederholbarkeit der Elementar-
konftruktionen (Itevation) ldfit fich das Ende des umfangsdefiniten
Konftruktionsprozeffes im allgemeinen ebenfowenig duvch faktifchen
Gedankenvollzug erreichen, wie das Ende der unendlichen Zablen-
veibe 1, 2, 3... Daraus folgt, da Fragen von der Hrt: »Gibt es
eine ganze Zahl von der Eigenichaft E (etwa, eine Fermatiche
Zabhl zu fein)?« fich ohne weiteves gar nicht enticheiden laffen. Denn
man miiite, um durch Probieren zu einer Enticheidung zu kommen,
nach der Reibe famtliche Zablen 1, 2, 3 ... ausprobieren und damit
kdme man natiitlich nie zu Ende.
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Nach dem Prinzip des tranfzendentalen Idealismus bat aber
eine prinzipiell (wefensmiBig) unentfcheidbare Frage gar keinen
Sinn. Ibr entfpricht gar kein Sadhverhalt, der ibr eine Hntwort
verichaffen kdnnte. Denn prinzipiell dem BewuBtfein unzugingliche
Sachverhalte gibt es nicht.!)

Hiermit decken wir zugleich den Grund auf, der uns zur Ein-
filbbrung der »Entfcheidungsdefinitheit« zwingt und zugleich damit
den Gedanken der »Umfangsdefinitheit« als unmdglich erweift. Zu
dem Fortichritt von der Elementardefinitheit zur Umfangsdefinitheit
zwangen uns die Antinomieen, zu dem weiteren Schritt, zur Ent-
fcheidungsdefinitheit, zwingt uns das Prinzip des tranfzendentalen
Idealismus. Es ift wiederum die Husfage: »Es gibt ein a von der
Eigenfchaft E«, die fich als finnlos erweift; aber diesmal nicht wegen
der zu erwartenden Widerfpriiche, fondern wegen der Unmdglichkeit
der Entfcheidung iiber die Giiltigkeit jenes pritendierten Sach-
verhalts. Man gelangt nur dadurch zu finnvollen Exiftentialurteilen,
daf man Beifpiele aufzeigt, in denen fie erfiillt {ind. Fiic fich
genommen ift, wie We y1 fich ausdriickt, eine fog. Exiftentialausfage
gar kein Urteil, dem ein beftimmter Sachverhalt entfpricht, fondern
lediglich ein »Urteilsabftrakt«, das feinen Sinn verliert, wenn ein
konkvetes Urteil, von dem es »abftrahiert« ift, nicht beftebt. So
ift z. B. die Husfage »Es gibt eine Zabhl von der Eigenichaft E«
(etwa »Es gibt eine ungevade Zahl«) gar kein Urteil, fondern ein
»Urteilsabftrakt« und bat nur dann einen Sinn, wenn ibhr ein
finguldves Ucteil (etwa »17 ift eine ungerade Zahl«) zugrunde liegt.
Man fragt alfo jett gar nicht mebr nach der »Mdglichkeit« einer
Konftruktion, fondern gibt fich nur mit einer wirklichen Konftruktion
zufrieden, Bei einem fog. »Exiftenztheorem« bhat die Bebauptung
fiir fich gar keinen Sinn, fondern wefentlich ift allein die in feinem
»Beweife« gefiihrte (konkret mit allen Einzelbeiten wicklich vorgelegte)
Konftruktion. »Die Mathematik ift vielmebr ein Tun als eine
Lebre« (Brouwer).

Wit filhren zur Erlduterung noch zwei (fchon friiber benugte)
Beifpiele an.

1. Die Definition dev ungevaden Zahl. — Diefe darf,
wenn die Menge der ungeraden Zablen enticheidungsdefinit fein foll,
nicht etwa fo lauten: »n ift gerade, wenn es' eine Zahl m gibt, fo

1) Es fei nochmals an Hufferls oben (S. 403) zitierte Bemerkung (aus
der »Philofophie der Arithmetik«) erinnert, daf unendliche Prozeffe auch nicht
durch eine idealifierte Evrkentnis als vollendbar gedacht werden kdnnen.
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dal n ==2m; ift aber n fiir jede Zahl m ungleich 2m, fo ift n
ungerade«. Denn nad diefer Definition miifite man jede Zabl m
der Zabhlenveihe duvchprobieren (ob fie wohl durch Verdoppelung
die Zahl n ergibt), um feftzuftellen, ob n ungerade ift, und
damit kdme man nie zu einem Ende. — Dagegen fiihrt folgende
Definition zu einer enticheidungsdefiniten Menge: »1 ift un.
gerade; ift n ungerade, fo ift die unmittelbar folgende Zahl n' ge-
vade, ift n gerade, fo ift dagegen n’ ungerade«. Denn hier haben
witr eine Regel, die duvdch eine endliche Hnzahl von Gedanken-
fchritten zu enticheiden geftattet, ob die vorgelegte Zahl n gerade

oder ungerade ift. Eine folche Definition nennt man (nach Weyl)
einen »Charakter«, —

2. Die Definition detr »Fermatfchen Zahlen« -
Fiiv diefe Zablen kennen wir keinen Charakter. Denn es ift offen-
bar unméglich, durdh Einfeen famtlicher Zablen der Reibe 3, 4, 5. ..
fitt n und dev Reibe 1, 2, 3, 4, ... fiiv jede der Unbeftimmten x, y, z
in die Fermatide Gleichung:

x" 4 yn = gn

das Problem zur Entfcheidung zu bringen, ob fie eine ganzzahlige
Léfung (fiix n > 2) befigt. Bevor wir nun nicht einen Weg kennen,
um duvch eine endliche Anzahl von Gedankenichritten jene Frage
zu entfcheiden, haben wir auch gar keinen Hnbaltspunkt dafiir, ob
ein folcher Weg jemals wird gefunden werden kénnen. Wir kénnen
daviiber alfo keinerlei apodiktiiche Bebauptung aufftellen. Mit diefer
Bebauptung wire aber — nach dem Prinzip des tranfzendentalen
Idealismus — die andeve dquivalent, daB es »an fich« feftftehe, ob
der Fermatice Saty gilt oder nicht. Wir wiffen dariiber fo lange
nichts, als er nicht bewiefen oder widerlegt ift: woblgemerkt, wir
wiffen iiber das Beftehen jener Hlternative nichts, nicht blofl nichts
dariiber, wie fie entichieden wevden foll. —

Durch die Brouweriche Huffaffung ecfibrt nun die ganze
Konzeption der definiten Mannigfaltigkeit einen tiefgehenden Bedeu-
tungswandel. Die eigentliche Funktion diefes Begriffs beim Aufbau
einer mathematifichen Difziplin lag darin, da er a priori, vor voll-
zogener Konftruktion, einen Kreis abfteckte, innevhalb deffen man
fich davauf verlaffen konnte, dal duvchgdngig alles entichieden watr
mit dev Anfetiung dev Axiome. Jet ldBt man diefen eine gefchlof-
fene Mannigfaltigkeit von Mglichkeiten von vornhevrein umfpannenden
Begriff fabrven; evft die witrklich gelieferte Einzelkonftruktion fichert
die »mathematiiche Exiftenz«; die HAusfage a priori, daBl eine folche
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Konftruktion »mdglich« fei, verliert jeden Sinn.') So fet fich eine
»entfcheidungsdefinite« Mannigfaltigkeit gewiffermafien aus lauter
einzeln konftruierten Elementen zufammen und das Einzige, was
ihr das Unendliche zugidnglich madht, ift der Fortgang von nauf n - 1,
nach einem feft beftimmten und konkvet vorgelegten Gefety. Es ift
Klar, dafl damit alle nicht abzidhlbaren Mengen ausfcheiden.?) Trots-
dem oder vielmehr gerade deshalb ermdglicht die Brouwerfche
Theorie eine Behandlung des Kontinuums, die phdanomenologiich be-
friedigt. Dies bhat uns aber an diefer Stelle, wo wir uns nur mit
der logifchen Struktur der definiten Mannigfaltighkeiten befaffen,
nod nicht zu kitmmern. -

Faffen wir die Ergebniffe unferer Etdrterung zufammen! Der
Huffervlf{che Begriff der »definiten Mannigfaltigkeit« ift dveier Auf-
faffungen fidbig, die famtlich in der Gefchichte der mathematifchen
Grundlagenforichung aufgetveten find. Die »Definitheit« kann an-
gefeben wevrden: 1. als »Elementardefinitheit«, 2. als »Umfangs-
definitheit«, 3. als »Ent{cheidungsdefinitheit«. — Erft der dritte Stand-
punkt wird der Hufferlichen Gefamtcharakteriftik der definiten
Mannigfaltigkeit gevecht. Er wird zugleich durch das entfcheidende
philofophifche Hrgument des »tranfzendentalen ldealismus« geftiitit,
wonacdh man von keinem Sachverhalt fagen kann, dafl er beftehe,
wenn man nicht ein prinzipielles Mittel hat, zu entfcheiden, ob er
befteht oder nicht. — Somit ergibt fich die legte BeftimmungHu f{ferls
als die entfcheidende fiirt den Begriff der definiten Mannigfaltigkeit,
die allein der Mathematik als Fundament dienen kann.?)

1) Man evinneve fich daran, dafl gemidfl der Idee der »umfangsdefiniten«
Mannigfaltigkeit unendlich e Mengen von Konftruktionsmdglich keiten
befteben, ohne daf fie nach einer Regel aufgezablt wiirden. Nun find alle mdg-
lichen Kombinationen aus einer endlichen Zahl von Elementen ftets wirklich
gegeben, man kann fie aufziblen und kommt mit der Aufzidblung zu Ende.
Aber Kombinationen, bei denen die Iteration (die unbegrenzte Wieder«
bolung) zugelaffen ift, find nur durch konkret vorgelegte G ef e fj e angebbar,
nicht durch »mdgliche« Gefete.

2) Natiirlich kann man auch unendliche Mengen von Gefetien aufftellen,
nur miiffen fie ibrerfeits gefepmiflig beftimmt fein. Z.B. kann man fo die
unendliche Menge derjenigen gefehmifig unendlichen Dezimalbriiche, die va-
tionale oder algebraifche Zablen darftellen, beftimmen. Derartige Mengen
find ftets abzdbhlbar. Hat man fie aber in eine abzidblbare Reibe gebracht,
fo hat man aus der geordneten unendlichen Menge von Gefetien ein einziges
Gefey gemacht.

3) Neuerdings bhat D. Hilbertt, in einem Ruffaty »Neubegriindung der
Matbematik« (Erfte Mitteilung) in den »Abbandlungen aus dem Matbematifchen
Seminar der Hamburgifchen Univexfitdt« (I. Band, 2. Heft, S. 157 ff.,, 1922)
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§ 3. Das allgemeine Problem der vationalen Beav-
beitung des Kontinuums,

Vorbemerkung.

Wit werden in den folgenden Husfiibrungen von »Geometrie«
in einem verallgemeinerten Sinn veden, als der Wiffenichaft
von der mathematifchen d. h. rationalen Bebandlung irgendeiner
bomogenen, ftetigen, anfchaulichen Mannigfaltigkeit (d. b. eines
Kontinuums), irgendeiner Mannigfaltigkeit alfo, die das fchlichtan-
fchauliche Objekt einer Morphologie (Geftaltenlebre) werden kann.
Als fpezielle Fille werden die fog. Ton- und Farbengeometrieen
und befonders die Geometrie des Raumes und die reine Chrono-
logie auftreten, ebenfo aber auch z. B. die veine Phoronomie odev
Kinematik. Man muf fich aber gegenwirtig halten, dafl ein det-
artiges Kontinuum gegeniiber dem allgemeinen Begriff des »Ganzen«
dennoch ein febr enger Begriff ift. Dervartige Kontinua fallen nim-
lich offenbar unter Huffetvls Begriff des »extenfiven Ganzene.
Hufferl fagt:!) »Wenn ein Ganzes eine derattige Zerftiickung zu-
1laft, dafl die Stiicke ibrem Wefen nach von derfelben niederften
Gattung find, als weldche durch das ungeteilte Ganze beftimmt witd,
fo nennen wir es ein extenfives Ganzes, feine Stiicke extenfive Teile.«
Votrher beifit es:?) »Jeden rvelativ zu einem Ganzen felbftindigen
Teil nennen wir ein Stiick« und weiterhin:®) »Stiicke, die kein Stiick
identifich gemein baben, nennen wir fich ausfchlieBende (disjunkte)
Stiicke. Die Einteilung eines Ganzen in eine Mebrheit fich ausfchlie-
flender Stiicke nennen wir eine Zerftiickung desfelben.« Die durch
die zitierten Sidie charakterifierten »extenfiven Ganzen« kénnte
man auch als »raumartige Mannigfaltigkeiten« bezeichnen. (In der
Mathematik redet man ja aud in einem fehr erweiterten Sinn von
»Rdumenc«, z. B. von Funktionalvtdumen« odev » Phafentdumen«u.dgl.)').

gegen die Brouwertr:Weylide Theorie fchwere Vorwiitfe ethoben. Eine
HAuseinanderfesung mit den zur Zeit der Drucklegung diefer Arbeit noch nicht
vollftandig erfchienenen Einwdnden Hilberts (die uns, nach dem bisher
Verdffentlichten zu urteilen, durchaus nicht ftichbhaltig erfcheinen) mufl einer
fpdteren Gelegenbeit vorbehalten bleiben.

1) Logifche Unterfuchungen, 111 Untertf., 11. Bd., 1, Teil, S. 267 (d. 2. Aufl.).

2) L. c., S. 266. 3) Lc., S. 267.

4) Man beachte, daB z. B. der fog. »Farbenkdrper« (d. b. die Mannigfal-
tigkeit dert m 3 glich en Farben) ebenfalls unter diefen weiten Begriff des
Extenfiven fillt. Ebenfo die Reibe der m & glichen Intenfititen eines Ge-
rdufches. Allerdings find niemals endliche Stiicke diefer Mannigfaltigkeiten
ovigindr gegeben. — Die nidbere Unterfuchung fiibrt auf die Phdnomene der
Verfchmelzung u. 4. (Vgl. Hufferl, IIL log. Unterf,, § 8.)
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Man fiebt, daf} auch unier verallgemeinerter Begriff von Geometrie
(und ebenfo von Morphologie) noch wefentlich engev ift, als der
Begriff einer rationalen Wiffenfchaft, die fich auf irgendein Anichau-
liches vichtet. Ebenfo ift der Begriff einer geometrifchen Mannig-
faltigkeit engev als der allgemeine Begriff der definiten Mannigfal-
tigkeit, dev fich auf ein anfchauliches Subftrat »aufbaut«. Trofjdem
wird man erwarten diicfen, daf viele Ergebniffe unferer Unterfuchung
des Kontinuums fich auch auf andere »Ganzee iibertragen laffen.
Eine wiffenfchaftlich begriindete Entfcheidung, wie weit eine folche
Ubertragung mdglich ift, kénnte man aber erft fdllen, wenn man
iiber ecine fyftematifche Wefenslehre der mdglichen Ganzbheits- und
Teilformen verfiigte. Man erfieht gerade aus Hufferls »IIl. lo-
gificher Unterfuchung«, wie umfaffend die Problematik einer folchen
Theorie ift. Wir ziehen es deshalb vor, einen engerven Kreis von
Gegenftinden uns abzuftecken, um einen feften Boden unter den
Fiilen zu haben.

H. Der finnlich.kategovriale Doppelcharakter der
Geometrie.

Grundlegend fiiv den Anfa des Kontinuumproblems ift der Doppel-
charvakter auch der verallgemeinerten Geometrie, der von ibren beiden
»Wurzeln« Sinnlichkeit und Verftand berriibrt. Die fchlichte finnliche
Wahrnehmung gibt uns morphologifche Gebilde vor. Der rationale Hlgo-
rithmus kann offenbatr nicht ohne Weiteves auf folch ein fluktuiervendes,
ohne fcharfe Grenzen verfchwimmendes Material angewandt werden. Es
etrhebt fich demgemidfl das Problem, wie diefe unmittelbar der rva-
tionalen Bearbeitung nicht zugénglichen Geftaltungen zu behandeln find.

Die Léfung, die das 19. Jahrhundert diefem Problem nadch einer
Jabrtaufende alten Entwicklung?) »endgiiltige zu geben meinte, be-
rubte auf dem Begriff des Limes, den Cauchy (1821) in die Ma-
thematik einfiibrte. Vermittels diefes Begriffs wurde, wie man heute
in Mathematikevrkreifen allgemein glaubt, durch Weiecitvafl, De-
dekind, G. Cantor u. a. eine ftrenge Begriindung dev Infinite-
fimaltechnung ermdéglicht und damit das alte »eleatifch - bevaklitifche «

2) Es kann nicht daran gedacht werden, innerbalb des befchrinkten
Rabmens diefer Arbeit die Gefchichte des Kontinuumproblems, die mit den
Zenonifch en Paradoxieen und der Pythagoreifcen Entdeckung des
Irrationalen beginnt, darzuftellen. Einige Andeutungen wevden gelegentlich
gemacht werden. — Von pbhdnomenologifcher Seite her ift die Gefchichte und
Theorie des Kontinuums an dem fpeziellen Problem der Zenonifchen
HArgumente gegen die Bewegung von A. Koyt é (diefes Jabrbuch Bd. V,
S. 603 ff.) bebandelt worden.
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Problem zugunften des ftarren »Seins« und zu ungunften des fliefien-
den sWevrdens« entfchieden. Hllein in neufter Zeit ift die alte Stveit.
frage von Brouwer, dem fich Wey!l angefchloffen hat, wieder
aufgevollt worden, und der Sieg wurde dem »Werden« zugefprochen.

Diefe Brouweriche Theorie ift deshalb von fo grofier Be-
deutung fiiv den Phdnomenologen, weil fie in ihrer mathematifchen
Bebhandlungsweife des Kontinuums endlich dem Umftande Rechnung
tedgt, daB der Caudhyfche Limes (der »mathematiiche« Limes)
kein phdnomenologifcher Limes und das mathematiiche Kontinuum
(im Sinne G. Cantotrs, Vetronefes u. a.) nicht das phinomeno-
logifche (anichauliche) Kontinuum ift. Es gibt zwar heute noch ge-
wiffe von der Mathematik heckommende Philofophen (fo z. B.B. Ruf{-
fell und bis zu einem gewiffen Grade auch die Marburger, bef.
Natovrpu Caffirer), welche glauben in dem, was die Cantov«
fche!) Mengenlehte » Kontinuume« nennt, den wabhren Begriff des Kon-
tinuums audh fiicr die Spbédve des Hnichaulichen oder wenigftens
deffen, was als »wabres Sein« (0r7wg 0v) dem Anichaulichen angeb-
lich zugrunde liegt, gefunden zu bhaben. Sie vertreten alfo eine
»atomiftifche« HAuffaffung des Kontinuums (das fiiv fie eine unend-
lihe Menge von im Grunde diskrveten Punkten ift) nach dem Hus-
druck Weyls, der bis vor kurzem jene HRuffaffung zwar nicht
teilte, aber doch als Mathematiker aus metbodifchen Griinden fiir
unvermeidlich bhielt. Ihnen gegeniiber ift aber davan feftzuhalten,
dafl es fich beim mathematifchen Mengenbegriff und dem an-
fdhaulichen Kontinuum um ganz verichiedene Dinge handelt; in det
rveinen Mathematik um einen abftrakten Hlgovitbmus, derv fich auf
gewiffe Gegenitandsgebiete »anwenden« ldfit, die mit einem an-
fchaulichen Kontinuum gar nichts zu tun baben; bei der anichau-
lichen Kontinuitit dagegen um ein finnlich-wabrnebmungmaifliges
Pbhidnomen, in dem von Reibengefetien und Hlgorithmen nicht das
Geringfte zu fpiiten ift. Die Brouw et fche Theorie ift philofophifch
gerade deshalb wertvoll, weil fie auf diefe fundamentale Dualitét
des »Verftandes« und der Sinnlichkeit« von Anfang an Riick{icht nimmt.

Diefe Termini gebrauchen wir im Anfchlufl an Hufferls grund.
legende Huseinanderfetung im zweiten Abichnitt der VI »logifchen
Unterfuchung.«?) Denn hier ift die fchwankende Bedeutung jener
Kantifden Termini genau und eindeutig beftimmt. Huffevl legt

1) Es madht prinzipiell nichts aus, daf fich Natorp mebr an Vero-
nefe als an Cantort anichliefit.
2) Logifche Unterfuchungen, II. Bd., II. Teil., S. 128 ff, der 2. Hufl,
Huffevl, Jabrbuh f. Philofopbie VI, 27
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dort') die Hquivokationen des Wortpaars »HAnfchauen — Denkene
auseinander. Fiir uns kommt hier der zweite Sinn der Worte »HAn-
fchauung« und »Denken« in Frage?): Der Gegenfaty zwi{chen »Sen-
fualem« und »Kategovialem«. (DaB es fich gerade um cine fenfuale
bzw. kategorviale »Anfchauung« handelt [im Gegenfaty zu einer »Leet-
intention« u. dergl] ift nicht immer né&tig, aber jedenfalls immer
da erforderlich, wo man auf legte Griinde zurviickgeht.)

Uber die phanomenologifchen Untecichiede von finnlicher (»fen-
fualer«) und kategorialer HAnichauung (die wir bier als adidquat
gebende Bewufitfeinsweife ausfchliefilich beriickfichtigen wollen), finden
fich in den §§ 46 bis 52 des zitierten Werkes®) grundlegende De-
fkriptionen.

Die finnliche Wahrnebmung falt ibren Gegenftand divekt (S. 145)
und in fchlichter Weife. Die kategoriale Anfchauung fafit ibn zwar
auch direkt, aber nicht mehr fchlicht, fondern fundiert in HAkten finn-
licher Wahrnebmung. Es kann dabei der neue »kategoriale« Gegen-
ftand entweder feine fundievrenden Gegenftinde veell in fich {chliefien
(wie bei Kollektivis, Disjunktivis ufw.) oder nicht (bei der Generali-
fation, der unbeftimmten Einzelauffaffung). — (S. 147 unten). Es
gibt alfo kategoriale Gegenftinde mannigfacher Artung, Sachverhalte,
Kollektive, Aligemeinbeiten, Gattungen ufw. Es echebt fich fiir uns die
Frage, wohin wir die Limiten, geometrifchen Idealgebilde ufw. zu ftellen
baben. DaB fie keine fchlicht wabrgenommenen finnlichen Gegenftinde
find, ift evident. Weldher Art von kategorialen Gebilden fie aber
angehdren, 1d8t fich obne konkrete phdnomenologifche Analyfe nicht ent«
fcheiden. Wit verfuchen, an einem von Huffer1 gegebenen Beifpiel
uns iiber das Verhiltnis von finnlichen und kategorialen Objekten im
Umrifl wenigftens klar zu werden: namlich an dem Beifpiel des Kollek-
tivums »H und B«, wo H, B finnliche Gegenftinde find; z. B. »der
Tifch und der Stubl«. »Das, was den Worten »und«, »odet«, ...
entfpricht, daB 1aBt fich . . . nicht . . . mit irgendeinem Sinn et-
faffen*.') Wit kdnnen nur, »den neuen Akt des Kolligievens« voll-
ziehen und bierdurch das Zufamm en der Objekte A und B meinen.
Wit baben nicht nur ein »Zufammen zweier finnlichen Wahrnebhmungen
im Bewuffein«, fondern es ift eine »einbeitliche intentionale Be-
ziehung gegeben« und »ibv entfprechend ein einbeitlicher Gegen-

1) Lc. §66, S. 201,
2) L.c. S. 202 oben.
3) Lc. S. 144 bis 164.

4) L. c. S.160. — Vgl. auch die betr. Busfiibrungen in devr »Pbilofophie
in der HAritbmetik.«
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ftand, der fich nur in diefer Aktverkniipfung konftituieren kann.«
»Man mufl fich hiiten, die fchlichten Wahrnehmungen von finnlich-
anfchaulichen Mengen, Reihen, Schwidrmen u. dgl. mit den konjunk-
tiven Wahrnebmungen zu verwedhieln, in weldhen f{ich allein das
Vielheitsbewufitiein felbft und eigentlich konftituiect.»!) Die »finn.
lichen Einheitsfaktoren« dienen nur als »finnliche Mehrheitszeichen«,
d. h. »als finnliche Bnbaltspunkte fiir das (durch fie signitiv ver-
mittelte) Etrkennen der Mebrheit als folcher«, welches aber noch
nicht den »Charakter eigentlicher Intuition der Kollektion als folcher
befist.« Hus alledem geht hervor, daf ftets zwifchen finnlichem
Phdnomen und kategorialem Objekt unterichieden werden mufl, auch
wenn fie noch fo eng und eindeutig aufeinander bezogen fcheinen.
Wit wevden alfo fcharf zu fcheiden bhaben zwifchen dem finnlichen
Phianomen, das den kategorialen Gegenftand?) Limes fundiert, und
diefem felbft. Es ift ferner klar, daf alle rein mathematifchen Gegen-
ftinde (Algovrithmen, unendliche gefetmiflige Prozeffe u. dgl.) vein
kategoviale, mit Sinnlichem nicht sbemengte« find.?) Duvch vein
mathematifche Betrachtungen ift daher gar nichts iiber den finnlich-
anfchaulichen Raum oder die diefen Kkonftituievenden Phanomene
auszumachen. —

Die vorftehenden Hnalyfen, fo unvollkommen und vobh fie auch
find, geniigen, um den Weg, den wir bei der Inangriffnabme einer
vationalen Bearbeitung eines anfchaulichen Kontinuums einfchlagen
miiffen, vorzuzeichnen. Wir werden im folgenden fehen, dafl diefer
Weg uns durdh drei Stadien der Rationalifierung bindurdfiibrt.

B. Die drei Stufen der rationalen Bebandlung des
Kontinuums.
Wir erreichen unfer Ziel der »Rationalifierung« des Kontinuums
in drei Sdhritten, denen die drei Wiffenichaften der Movphologie,
Topologie und Geometrie entfprechen.

1. Erfte Stufe: Morphologie.

Die rvationale Bearbeitung des Kontinuums beginnt mit der
morphologifchen Befchreibung feiner Geftalten. Sie ift blofl »typens
bildend«, d. b. fie greift vag umichriebene geformte Stiicke aus dem
Kontinuum heraus und ovdnet fie nach gewiffen, durch Vergleich

1) L c. S. 160.
2) Voriichtiger gefagt: den ficherlich kategoriale Momente enthaltenden
Gegenftand Limes.
3) l.c. S. 183 bis 184.
27"
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evmittelten Gefichtspunkten. Sie verzichtet abev ausdriicklich auf
eine priazife Feltlegung einer individuellen Geftalt in einem Syftem,
fo dafl man diefe durch die Beftimmung nicdht nur wiederfinden,
fondern auch konftruktiv genau wiederberftellen kann. Hndrerfeits
gibt fich die »morphologifche« Befchreibung dem fchlichten Eindruck
der voll anichaulichen Geftalt hin, fie sabftrahiert« nicht. — Es ift
klarx — weldhen Wert eine morphologifiche Befchreibung audh in
ibvem Gebiet haben mag —, daB fie in keiner Weife geftattet, einen
vationalen HAlgorithmus ins Spiel zu fegen. Hud das Syftem der
morphologifchen Typen bat keine mathematifche Gefeymifigkeit in
fich. (Man denke etwa an das Syftem der Pflanzen nach Linnée
oder nach dem fog. »natiitlichen Syfteme«.) Es ift von der zufilligen
Mannigfaltigkeit der zu befchreibenden finnlichen Geftalten abbidngig;
es verfucht wobl diefe nachtriglich (a posteviori) zu ordnen, abetr
nicht von vornberein (a priori) zu meiftern. Sobald ein derartiger
Verfuch der apriovifchen Uberficht nach wirklich vationalen Gefichts-
punkten gemacht wird, ift fchon die ndchfte Stufe, die topologifche,
erreicht.)

2. Zweite Stufe: Topologie (Analysis situs).

Die Topologie geht von folgendem mdglichen Vorkommnis aus: Es
kénnen fich Angriffspunkte fiiv die einzelnen Glieder einer
algorithmifchen Kette ohne eine weitere Bearbeitung der morpho-
logifch-vagen Mannigfaltigkeit darbieten, ndmlich dann, wenn fich
getrennte »finguldre Stellen« in der Mannigfaltigkeit befinden, die
zu Gegenftinden eines einheitlich erfaffenden HAktes gemacht werden
kénnen., Dabei ift gleichgiiltig, ob fie in fich felbft noch kontinuier-
liche Uberginge und Komplikationen irvgendwelcher HArt zeigen.
Notwendig ift nur, daf} eine »Singularitit« von der anderen durdch
einen fingularvitdtsfreien Zwifchenraum getrennt ift, fo dafl man mit
einem Sprung, alfo diskontinuierlich von der einen zur andeven
iibergeben kann., Diefes Vorkommnis, das tein im Betveich der
»Sinnlichkeit« liegt, geniigt, um auf die fich fo heraushebenden
Gebilde eine Hrt kombinatovifchen Verfahrens anzuwenden.

1) Damit foll nicht gefagt fein, daf es nicht moglich widre, »empirifche
Typene¢, wie z. B. Pflanzen, nach einem rationalen Schema in Arten und
Gattungen zu gliedern. Nur kommt man mit einem folchen wirklich kon-
fequent duvchgefiibrten rationalen Schema unweigerlich ins Topologifche.
(Beifpiel: Das Syftem der ifomeren Koblenftoffverbindungen. S. Debn,
Enzyklopadie d. math. Wiffenichaften 111 AB3, S. 175, {. a. Enzykl. V, 6,
Nr. 36, 37 [Chem. Atomiftik] und Nv. 46 [Study], Bd. V, S. 387 bis 390).
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Fiir das genauere Verftindnis diefer Sachlage find die Aus«
filbrungen Hufferls in der »IlI. logifchen Unterfuchung: Zure
Lehtre vom Ganzen und feinen Teilen« wichtig, befonders die
§§ 8-9') kommen fiir uns in Frage. Dort wird (S. 243) unter-
fchieden zwifchen »felbftindigen« und »sunfelbftindigen Inhalten«
einerfeits und »anfchaulich-gefonderten« (»fich abhebenden« oder »fich
abfcheidenden«) und mit den angekniipften »verichmolznen« (in fie
»obne Scheidung iiberflieBenden«) Inbalten andrerfeits. Die beiden
Unterfcheidungen kreuzen fich. Unter »finguldren«, getrennt liegenden
Stellen in einem Kontinuum verftehen wir felbftindige und fich ab-
hebende (anichaulich-gefonderte) Inbalte, zwifchen denen ein weiteres
Stiick Kontinuum fich abbebt. (Es kénnen auch Teile eines anfchau.
lichen Kontinuums obne gegenfeitige Hbbhebung felbftindig fein.
[S. 244].) Im Berveich der uns bier inteveffievenden Kontinuen (iiber
diefen Begriff vgl. die »Vorbemerkung« zu dem gegenwirtigen
Paragraphen) gefchieht die Abhebung durch Diskontinuitit. Zwei
gleichzeitig-finnliche Konkvreta bilden ndmlich eine untevichiedslofe
Einheit, wenn die famtlichen konftitutiven Momente des einen
ftetig iibergehen in die des anderven (L. c. S. 244). Dies gilt auch
von Mehcheiten von Kontinuis, die fich fo in Reibhen ordnen lafien,
daf} fie fich Schritt fiiv Schritt f{tetig aneinanderichliefen. Somit ift
zur Abbebung Diskontinuitdt erforderlich. Dabei find aber Kon~
tinuitdt und Diskontinuitdt nicht in matbhematilcher Exaktheit zu
nehmen. Man muf zwifchen fcharfer und verfchwommener Hb-
fonderung unterfcheiden (L. c. S. 245). Es gibt in morphologiichen
Kontinuis natiirlich nur verfchwommene Hbfonderungen. Wir kénnen
bei keinem Stiick des Kontinuums genau angeben, was zu ihm
gehdrt und was nicht. (Vgl. § 1, B diefer Arbeit.) Das befagt vor
allem, dafl es im Kontinuum keine »Grenzen« gibt. Daf} beifit,
zwei disjunkte Stiicke A und B des Kontinuums haben niemals
nur ein identifiches Moment gemein.?)

Genauer gefagt, ift die Sachlage die folgende: Zwei herausge-
hobene Stiicke A und B eines morpbologifchen Kontinuums kénnen
in dvei einander ausfchliefenden Teilungsbeziehungen fteben:

@) Entwedetr: H und B find getrennt, d. h. fie haben
keine identifchen Teile gemeinfam. (Momente oder Stiicke.)

1) Logifche Unterfuchungen?® II. Bd., 1. Teil, S. 225 bis 293 (§§ 8 bis 9
ftehen auf S. 242 bis 249).

2) Vgl. Hufferl, L c. S.267: »Zwei disjunkte Stiicke kdnnen noch ein
identifches Moment gemeinfam baben. So ift die gemeinfame Grenze ein
identifches Moment fiir die angrenzenden Stiicke eines ungeteilten Kontinuumse,
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B) Oder: Simtliche Teile von A find identifch mit gewiffen
Teilen von B (oder umgekehrt).

7) Oder: H und B baben gewiffe Teile identifch gemein, jedoch
erichdpfen diefe weder bei A noch bei B famtliche vorhandenen Teile.

Die »Verichwommenbheite von A und B duflert fich nun darvin,
daB im Falle () A und B niemals lediglich ein Moment identifch
gemein bhaben. Da man nun in der Topologie ftets mit morpho-
logifchen, alfo vagen Gebilden zu vechnen bat, fo kommen biet nur
die Fille () und () als Grundlagen von giiltigen Husfagen in Frage.
(7) ift der zweifelbafte Fall, aus dem nichts zu fchlieBen ift.!) Dazu
vechnen wir dann audh die Fidlle, in denen es zweifelbaft ift, ob
(@) oder (7) bzw. ob (B) oder (7) zutrveffen. Nur fichere Fille (@)
oder (B) find geeignet, als Grundlage topologifcher Sdtie zu dienen.
Daraus ergibt fich, daB Sachverhalte von der HArt (@), (8), d. h. Sach-
verhalte des vollftindigen Getrenntfeins oder des vollftindigen Ent-
baltenfein (Eingefchachteltfeins) zur Begriindung aller topologifchen
HRusfagen iiber morphologifche Kontinuen notwendig find. Wir nannten
nun im vorigen die herausgehbobenen Stiicke des Kontinuums »Sin-
gulavititen«, demnach gehdren unter die Fundamentaltatfachen der
Topologie die Trennung fowie die Einfchachtelung von Singulavitéten.

Freilich find fie keineswegs hinreichend, um die Topologie zu
fundamentieren. Nebhmen wir z. B. den bekannten Eulert{cden
Polyederiaty: »Bei jedem Polyeder (mit einfach zufammenhingender
Oberfliche) ift die Anzabl der Ecken plus der Anzahl der Flichen
gleich der Hnzabl der Kanten plus 2«! Wir brauchen, um ihn uns
pbanomenologifch zugidnglich zu machen, einecfeits ein abftvaktes
Syftem von Definitionen und elementaren Séitien (Axiomen), anderer-
feits die Aufweifung der ihnen im f{dhlicht-anfdhaulichen Kontinuum
entfprechenden primitiven Gebilde und ibrer Verkniipfungsgefete.
Wit miiffen die fog. »topologifchen Elemente« 0., 1. und 2. Ordnung
einfiibven (den Ecken, Kanten, Fldchen entfprechend) und die Er-
zeugungsgefetie aufftellen, nach denen fie auseinander hervorgehen.
Und es geniigt nicht, fie abftrakt auszufprechen, fondern wir miiffen
die fundamentalen »Vorkommniffe« angeben, die den abftrakten Be-
ziehungen im morphologifchen Kontinuum konkret entfprechen. Den
oben befprochenen Phinomenen der Sonderung miiffen anfchauliche
Phénomene der Verkniipfung zwifchen den elementaren Gebilden zur

1) Vgl. dazu die Husfiibrungen Heinvich Webers in Weber:
Wellftein, Enzyklopddie der Elementar-Mathematik (3. Butl), II. Bd.,
S. 128 bis 131 (Leipzig 1915), und der Anbang zu Web ers Uberfebung von
H. Poincarés »Wert der Wiffenichaft«, (Leipzig 1906), S. 217 ff,
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Seite ftehen, die dann zugleich als Erzeugungsprinzipien dienen.
Wie das im einzelnen fich verbidlt, kdnnen wir ecft fpiter (in § 3)
auseinanderfeien. Eins ift jedenfalls klar: der Polyederfaty gilt
nicht etwa nur fiir exakte, fondern auch divekt fite morphologifche
Polyeder. Ein Prozefl der Idealifierung ift unndtig. Man muff nuc
wiffen, was man als Ecke, Kante, Fliche mit Sicherbeit aniprechen
darf, fo daB man zweifelhafte Gebilde (febr »runde« Ecken ufw.)
ausfchalten kann. Bei einem unvevletiten Ziegelftein ift das z. B.
vollig klar. Trofjdem ift diefer doch offenbar weit davon entfernt,
ein exakt-geometriiches Gebilde zu fein.

Nachdem wir gefehen haben, welche Anforderungen ein fchlichts
anfchauliches Kontinuum erfiillen mufl, damit man darvauf ohne
weiteres einen rvationalen HAlgorithmus anwenden kann (nimlich
Sonderung der bhervausgebobenen Teile und Verkniipfung derfelben
durch eine endliche Anzahl wobldefinierter Beziehungen), wollen
wir die Topologie oder »Hnalysis situs« noch etwas nach ihvrer
formal-mathematifchen Seite chavakterifieren. Zitieren wir die Dar-
ftellung von M. Dehn in der »Enzyklopddie der mathematiichen
Wiffenichaften«:') »Durch die [vorbergebenden] Entwicklungen ...
ift die Analysis situs davgeftellt als ein durch feine anfchauliche Be-
deutung ausgezeichneter Teil der Kombinatorik, ... wédhrend die
oft an die Spiie geftellte Theovrie der ftetigen Raumdeformationen
wefentlich nur einen dogmatifchen Zweck zu erfiillen bat. Die
HAnalysis situs ift eben der primitivite Abfchnitt der Geometrie, wo
der Grenzbegriff nod) nirgends von Bedeutung ift«. Das beifit:
Die Gegenftinde der Hnalysis situs find definite Mannigfaltigkeiten
von befonderem Chavakter, ndmlich diskrete, endliche »Gerviifte«
oder »Netie«, in dem Sinn, daB einem irgendwie begrenzten Stiick
Kontinuum eine endliche Anzabl topologifcher Elemente entfpricht.
Nutr im Falle einer »offenen« kontinuieclichen Mannigfaltigkeit gibt
es abzdblbar unendlich viele topologifche Elemente. Niemals aber
ift das topologifche Nety »in fich dicht«, d. h. es liegen niemals
zwifchen zwei Elementen unendlich viele Elgmente.

Es kann als eine HArt Gliicksfall angefeben wevrden, wenn fich
ein zum topologifchen Geriift fich eignendes definites Syftem von
»Singulavitdten« im Sinnlichen von felbft darbietet. Hndevrnfalls
echebt fich das Problem, ein derartiges topologifches Nety konftruktiv
iiber das Kontinuum auszubreiten. Diefe Aufgabe kann in doppeltem

1)Lc.lIIAB3: M.Debn und P. Heegaard: »Analysis situs«, Nr, 10,
(S. 170).
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Sinn aufgefaBt werden. E ¢ {tens als durchaus immanente Operation,
innerbalb der duvch die phdnomenologifche Reduktion gefchaffenen
Sphire (des »teinen Bewufitfeins«), die nur »in Gedanken« Teilungen
fchafft, vorbandene Singulavititen berausgreift, in Beziehung feft,
zufammen ovdnet. Hls folche ift fie Fundament der »veinen« Geo-
metrie (zundchit ihrer Vorftufe der veinen Topologie). — Zweitens
als Operation in der tranfzendenten Spbidre, im Verlauf deven
man praktilch - matevielle Hilfsmittel anwendet. Das topologifche Nef
wird dadurch, dafl man das kontinuierliche Vorgegebene mit mate-
riellen Gebilden von der Hrt von Fadenkreuzen, Quadratnegen,
iiberhaupt Skalen aller Art, zur Deckung bringt, vealiter in der
tranfzendenten Welt iiber das finnlich wahrgenommene Kontinuum
gebreitet.!) Hier liegt die Wurzel der angewandten, meffenden Geo-
metrie und derv Phyfik.?)

3, Dritte Stufe: Geometrie.

Wodurch geht die Geometrie noch iiber die Topologie hinaus?
Die Topologie begniigt fich damit, iiber das Kontinuum ein diskretes
Nefty zu breiten, das dem rvationalen Hlgorithmus Angriffspunkte
bietet, Das Kontinuum felbft, das in den Malichen jenes Nefjes
fluktuiert, greift fie nicht an. Die topologifchen Geriifte find nie-
mals »in fich dichte, d. h. es liegen nie zwifchen zwei topologifchen
Elementen unendlich viele andere. Man kann alfo fagen: So unent-
behrlich der topologifche Standpunkt als Vorbereitung fiiv die eigent-
liche Inangriffnabhme des Kontinuumproblems ift, fo wenig wagt ev
fich doch an diefes felbft hervan, dazu bedarf es eines vdllig neuen
Denkmittels: des Begriffs des Limes. ™)

1) Dabei ift der tranfzendente Gegenftand (Fadenkreuz ufw.) feinerfeits
wieder als immanente »Erfcheinungsweife« in Betracht zu zieben (als fchwarzes
Strichkreuz im Sebfeld u. dgl). Z. B. ftellt man bei der Spektrofkopie auf
die Mitte (Symmetrielinie) einer Spektrallinie ein Fadenkreuz ein; man »{chédtyt«
Zebntel an einer Skala, indem man die in den Skalenabichnitt, fo wie er im
Sebhfeld erfcheint, hineinpbantafierte Zehntelteilung mit dem wahrgenommenen,
an einer beftimmten Stelle der Skala ftebenden Zeiger (bzw. deffen »Er-
fcheinung«) zur Deckung bringt ufw. Eigentlich treten dbnliche Phinomene
fchon beim gewdhnlichen freibdndigen geometrifchen Zeichnen auf, z. B. wenn
man eine vorgegebne gezeichnete Strecke »nach dem HAugenmaf« halbiert.

2) Hier f{chlieft fich das Problem der Metrik an. Wir werden es am
Schiuf} diefes Parapraphen, unter D, kurz erdrtern. HRusfiibrlich wird es ecft
im IL Teil zur Sprache kommen.

3) Bemerkung zur Terminologie: Bei der Beftimmung des
Verbiltniffes von Topologie und Geometrie weichen wir von der gebriuch-
lichen mathematifchen Terminologie ab, fofern wir nicht die Topologie als
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Der Grundgedanke der Einfilbrung des Limes befteht davin,
daB man die auf der zweiten Stufe aufgetretenen topologifchen Be-
ziehungen »unendlich oft« hintereinander ausgefiibvt denkt. Wit
wiffen, aus der Erdtterung dey »Enticheidungsdefinitbeit« (§ 2, B 3),
daB dies nur Sinn hat, wenn entweder die unendliche Folge durch
ein Gefety beftimmt ift oder als »wevdende Wablfolge«') aufgefaft
wird, (d. b. nid t als zufammengewiicfelte, aber doch vollendet vor-
liegende unendliche Menge). Demgegeniiber {cheint nun das fchlicht-
anichauliche Kontinuum keinerlei Unendlichkeit in fich zu tragen,
auch keine gefefilich beftimmte oder »trei werdender. Es tritt uns
allem Hnfichein nach als ein in fich vollendetes Phdnomen entgegen.
Hédhitens unfere Verfuche, es kategorial zu faffen, mdgen zur ewigen
Unvollendbarkeit vevurteilt fein. Nun birgt die Idee des Limes,
als einer dem unendlichen Forttfchreiten doch irgendwie gefetten
»Grenze«, in fich, daB es vermdge einer »Konvergenz« des rationali-
fievenden Prvozeffes doch noch gelingt, an das Kontinuum beliebig
nahe heranzukommen und fo die Diskrepanz zwifchen der Unend-
lichkeit jenes Prozeffes und dem in fich rubenden {hlicht-anfchaulichen
Sein des morphologifchen Kontinuums zum Verfchwinden zu bringen.
Die Kldarung diefes Grenzprozeffes wird offenbar enticheidend fein
fiir das Verftindnis der rvationalen Bearbeitung des Kontinuums.
Gelingt fie, fo kann die Mdglichkeit einer rvationalen Bewdiltigung
des Schlicht-HAnfchaulichen als erwiefen gelten.

Damit baben wir das Grundproblem der (verallgemeinerten)
Geometrie prinzipiell formuliect., Wir wevden uns jejt dem Ver-
fuche feiner Lfung zuzuwenden bhaben.

C.Die Brouwerfche Theoriedes Kontinuums.
(Das Kontinuum als Medium freien Werdens).
Die foeben geftelite Aufgabe der geometrifichen Erfaffung des
Kontinuums bat durch Brouwertr neuerdings eine grundfidglich
andere Ldfung erfahren als bisher.

»primitiviten Abichnitt der Geometrie, wo der Grenzbegriff noch nirgends
von Bedeutung ift« anfeben, fondern fie der Geometrie nebenordnen und
diefe erft mit der Einfiibrung des Limes beginnen laffen. — Dies fchien des-
bhalb unbedenklich, weil wir das Wort »Geometrie« fowiefo nicht gemafl dem
Sprachgebrauch der beutigen Mathematik verwenden, wo es eine (etwas
willkiirlich und nicht immer fcharf) abgegrenzte Difziplin der Mathesis unis
versalis (formalis) bezeichnet, widhrend wir auf das anfchauliche Fundament
der Geometrie das grdfite Gewicht legen.

1) Genaueres iiber diefen von Brouwet eingefiibrten Begriff fiehe
unter C.
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Die ilterve, »atomiftifche« Auffaffung des Kontinuums fafite das-
felbe als eine unendliche Punktmenge. Das Hktual- Unendliche
glaubten Cantotr und feine Nadchfolger von den ibm anbaftenden
Widerfpriichen befreit zu bhaben. Hllein die von uns gegebenen
Betrachtungen iiber den Begriff der unendlichen Menge und der
definiten Mannigfaltigkeit (§ 2 B) zeigen, daB es nicht angingig ilt,
eine willkiirlich zufammengeftellte unendliche »Verfammlung« von
Punkten als Objekt einer mathematifchen (oder fonftigen) Begriffs-
bildung einzufiihren. Die ftrenge Forderung des Grundprinzips des
tranfzendentalen Idealismus erlaubt nur zwei Wege der begriff-
lichen Erfaffung einer unendlichen Gefamtheit: Erftens den des
»Oefejes«, genauer der gefeimifligen ein- oder mebhrdimenfionalen
Folge; einfachftes Beilpiel: die Folge der natiirlichen Zahlen: 1, 2,
3, ...n, n+1, ... mit der einzigen Grundbeziehung » F « zwifchen
nund n+ 1. — Zweitens den der »frei werdenden Wablfolger,
in der jedes Glied ganz unabbingig von der Wahl der vorber-
gebenden Glieder frei gewdblt wird. Niemals aber wird man eine
willkiitlich zufammengeftellte fertige unendliche Menge einfiihren
diivfen. Denn es gibt keine Weife des Bewuftfeins, um fie uns
zuginglich zu machen.!) —

Dementfprechend tritt bei Brouwer als Grundbeziebhung auf
die Relation zwifchen Ganzem und Teil (genauer in Huffervls
Terminologie: zwifchen »extenfivem Ganzen« und »Stiicke), nicht
diejenige zwifchen Menge und Element, (d. h. einem nicht weiter
teilbaten Teil, einem »Btome), Die Operation des Teilens wird
unbegrenzt fortfebar gedacht. Der »Punkt« ericheint als der Limes
diefes unendlichen Prozeffes (wibrend ein Atom nach endlich vielen
Teilungen erveicht werden wiirde).?) Punkte, Linien, Fldchen, d. h.
tiberhaupt {charfe »Grenzen« find keine fertig vorliegenden, fondern
»werdende« Gegenftinde. Es darf daher von ihnen bei der Teilung
kein Gebrauch gemacdht werden. Man geht nun fo vor: Man be-
trachtet eine (unbegrenzte) Folge ineinandergefchachtelter Stiicke

1) Wir finden uns mit unferem idealiftifchen Grundprinzip beziiglich
mathematifcher Objekte in Ubereinftimmung mit Natorvp, fiebe: »Die
logifchen Grundlagen der exakten Wiffenfchaften« (Leipzig u. Berlin 1910),
S. 180. (Die polemifche Stelle gegen P. du Bois-Reymond).

2) Die pbhdnomenologifche Grundlage diefer fortgefetiten Teilungsmdg-
lichkeit fcheint in der » Homogenitdt« des »extenfiven Ganzen« zu liegen;
d. b. in dem Umftand, dafl »die Teile der Teile in genau derfelben Weife
Teile des Ganzen find, wie die uripriinglichen Teile« (Hufferl, III. log.
Unterf. § 19, S. 269fF.), daB es in ibm eigentlich keine »nidberen« oder »ferneren«
Teile gibt.
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(Intecvalle, Flichenftiicke, Raumftiicke ufw.). Eine folche Folge
definiert avithmetifch eine veelle Zabl (Zablenpaar, Zahlentripel
ufw.), geometrvifch einen Punkt im 1, 2, 3, ... -dimenfionalen
Kontinuum.

Mit dem Punkt allein kdnnen wir aber offenbar keine Geometrie
aufbauen. Was ift dazu erforderlich? Wir ftehen alfo vor zwei
Aufgaben:

1. Eine Uberficht zu erbalten iiber die zum Aufbau der Geometrie
notwendigen Grundgefetie.

II. Die prinzipielle Moglichkeit darzulegen, jenen Gefeien eine
anfchauliche Bedeutung zu verleihen; d. h. die morphologifchen bzw.
topologifchen Phdnomene aufzuzeigen, die jenen Gefeen zur HAn.-
fchauungsgrundlage dienen.

I. Diezum Aufbauder Geometrienotwendigen Grund-
gefege. (Das Dimenfionsproblem.)

Wir werden verfuchen, die geometrifichen Grundgefetie aus den
Gefetien einer eindimenfionalen Mannigfaltigkeit und gewiffen Et-
zeugungssprinzipien, vermdge deven aus der eindimenfionalen die
boherdimenfionalen Mannigfaltigkeiten entftehen, abzuleiten. Dann
wird unfere Hufgabe Il darauf veduziert fein, die anfchauliche Fun«
dievrung der eindimenfionalen Gefeie zu leiften.

Wir werden alfo zundchit eine Erkldrung des Husdrucks: »Ein
Kontinuum bat n-Dimenfionen« zu geben verfuchen. Die prizife
Durchfiibrung einer folchen Eckldrung begegnet heute eigenartigen
Schwierigkeiten. Zwar hat B r o u w e v in feinen bekannten Arbeiten?)
vom Standpunkt der alten (atomiftifchen) Mengenlebre aus eine
ftrenge Bebhandlung des Dimenfionsproblems gegeben. Hber diefe
ift nicht ohne weiteres in die neue HAuffaffung iibertragbar, wenn
auch die Brouwerfithe Methode zweifellos die Grundlage der
neuen Beweife bilden wird. Es mufi den Mathematikern iiberlaffen
bleiben, die hier beftehende Liicke auszufiillen. Hier miiffen wir
uns auf die folgenden HAndeutungen befchrdnken.

1) «) »Beweis der Invarianz der Dimenfionenzable, Math. Ann. 70,

S. 161 (1911).

/3) »Uber HAbbildung von Mannigfaltigkeiten«, Math. Ann. 71, S. 87
(1912), bef. § 1.

y) »Beweis der Invarianz des n-dimenf. Gebietes«, Math, Ann. 71,
S.305; § 1 (1912).

d) »lUber den natiirlichen Dimenfionsbegriff«, Journal fiiv die veine
u. angew. Math. 142, S. 146 (1913).
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Es bandelt fich beim Dimenfionsproblem um zwei verfchiedene
Fragen:

1. Welches Kriterium bhat man, um zu enticheiden, wieviel
Dimenfionen ein vorgelegtes anfchauliches Kontinuum hbat? '

2. Wie Kkonftruievt man mathematifch die Punkte (Linien,
Flicdhen ufw.) eines n - dimenfionalen Kontinuums? Und wie 148t fich
diefe Konftruktion konkret im anfcaulichen Kontinuum duvdhfiihven?

1. Das Kriterium der Dimenfionenzabl eines anfchaulichen Kontinuums.

Wit haben bier nodhmals zu fcheiden zwifchen inbomogenen
und homogenen Kontinuis.

a) Inbomogene Kontinua. — Bei diefen find die einzelnen
Dimenfionen qualitativ verfchieden. Zum Beifpiel beim Ton die
Hoéhe und Stdcke, bei der Farbe die Helligkeit, der Sittigungsgrad
und die eigentliche Farbqualitit (entfprechend der Stellung im bunten
Farbkreis) ufw. Man fpricht iiberhbaupt in phanomenologifcher
Ausdrucksweife mit Vorliebe von »den Dimenfionen eines Phanomens«,
indem man damit feine voneinander unabbhingig variablen Eigen-
tiimlichkeiten meint. In foldhen Fillen, die wir als inhomogene
Kontinua bezeichnen, ift es nicht fchwer, die Dimenfionenzahl anzu-
geben: fie ift natiirlich gleich der Anzahl der unabhingig variablen
Eigenichaften und diefe kann man intuitiv ecfaffen.

b) Homogene Kontinua. — Bei mehrdimenfionalen homo-
genen Kontinuis beftehen grdieve Schwievigkeiten. — Beifpiele folcher
Kontinua find: Die quafitiumlichen (prifpatialen) Sinnesfelder: das
Sebfeld, Taftfeld ufw. Das Kontinuum zecfillt jest nicht mebr in
mebreve qualitativ untevichiedene Komponenten. Wir brauden alfo
eine Methode, die Hnzahl der ineinanderflieBenden homogenen
Komponenten feftzuftellen. Ein gangbarer Weg ift die Prézifierung
einer fchon von Helmholf (fiir das Sehfeld) verwendeten und
fpater von H. Poincarté fiiv den allgemeinen Fall vorgefchlagenen
Definition: »Ein Kontinuum beifit n-dimenfional, wenn es durch
ein oder mehrere (n-1)-dimenfionale Kontinua in getrennte Stiicke
zerlegt werden kann.« (Ein Punkt bat 0 Dimenfionen.) Diefe Faffung
muB nach Brouwer (I. c. ) verbeffert werden; fiir Gebilde von
bomogenem Dimenfionsgrad (worauf wir uns befchrdnken) lautet fie:
»Ein Kontinuum beifit n-dimenfional, wenn fiir jede Wabl der
getrennten Stiidie ¢, ¢’ ein trennendes Kontinuum 7z von (n-1)-
Dimenfionen exiftiert, dagegen nicht fiir jede Wahl von ¢, ¢’ ein
trennendes Kontinuum von weniger als (n-1)-Dimenfionen« (1. c. d,
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S. 147).') Damit ift ein Kritetium der n-Dimenfionalitit gewonnen,
denn die Trennung bzw. »Sonderung« ift auch in morphologifchen
Kontinuen eine ausfiihtbare Opervation.

2. Konftruktion einer n:-dimenfionalen Mannigfaltigkeit und von Punkten
im n:dimenfionalen Kontinuum,

Hier gehen wir aus von der Konftruktion n-dimenfionaler topo-
logifcher Gerviifte (Netie, Gitterwerke)?):

Wit untecicheiden topologifche Elemente 0, 1ter, 2fer,  npler
Ovdnung und feien folgende Verkniipfungsgefetie an:

1) 2 Elemente 0'* Ovdnung beftimmen 1 Element 1'** Ovdnung.

2) 3 ”" 1'" I " 1 ” 2“" ]
3) 4 ”» 2‘" " ” 1 ” 3““ ”»
n) n+1 ” (n" l)ter ” ” 1 ” nter "

Oder, mehr geometrifch ausgedriickt (an metrifiche Beziehungen
darf man bier noch nicht denken!):

1) 2 Ecken beftimmen 1 Kante oder Strecke (1-dimenf. Simplex),
2) 3 Strecken beftimmen 1 Dreiecksfliche (2-dimenf. Simplex),
3) 4 Dreiecksflichen beftimmen 1 Tetraeder (3-dimenf. Simplex),

. . . . . . . . . . . . .

n) n+1 (n - 1).-dimenf. Simplizes beftimmen 1 n-dimenf. Simplex).

Die Elemente 2. Ovdnung wetrden fternfdtrmig um ein
Element nullter Ovrdnung angeordnet, fo dafl je zwei benachbarte
Elemente 2. Ordnung ein Element 1. Ordnung gemeinfam haben. %)
HBbnlich bei hdherer Dimenfionenzabhl. Ein fo zufammengefeftes
Netj, in dem Elemente bis einfchlieflich n'* Orvdnung vorkommen,
nennt Brouwert eine »n-dimenfionale Mannigfaltigkeit« (1. ¢c. /3,
S. 97). SdhlieBlich fchachteln wit eine unbegrenzte Folge folcher
»Sterne« ineinander und diefe Folge ineinandergefchachtelter n-dimen-

1) Eine nichtsvekurvente Faffung diefer Definition gibt Brouwer,
l.c. d, S. 148.

2) Vgl. die genauere Darftellung bei D ebn, 1. c. Grundlagen, Nr. 1 u. 5,
S. 156 u. 161, wo allerdings die Konftruktion etwas allgemeiner gefafdt ift.

3) Man beachte wobl: es bandelt fih bhier um topologifche
Elemente oder, wie wir friiher fagten, »Singulavititen«, nicht etwa um
»ideale« Ecken, Kanten, Flachen. Diefe werden gerade erft im folgenden
definiert werden. — Man braucht auch nicht notwendig an »gerade« Strecken
und »ebene« Flachen zu denken.
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fionaler Sterne beftimmt einen Punkt in einer n-dimenfionalen
Mannigfaltigkeit.

Der fog. »Dimenfionsfa« Brouwers: »Eine n-dimenfionale
Mannigfaltigkeit befist den homogenen Dimenfionsgrad n« (L. c. 9,
S. 148), verbindet Beides: das Kriterium der n-Dimenfionalitdt eines
vorgelegten Kontinuums (1) und die Konftruktion der Punkte einer
n-dimenfionalen Mannigfaltigkeit (in dem prignanten Brouwer-
fchen Sinn [2]). Erv fagt aus, dafl ein nacdh dem Kritevium (1)
n-dimenfionales anfchauliches Kontinuum der mathematifchen Beband-
lung mittels eines n-dimenfionalen topologifchen Geviiftes unterworfen
wevrden kann,

Die Bedeutung der Konftruktion der n-dimenfionalen Mannig-
faltigkeit mittels der »Sterne« liegt darin, daB jene Sterne in ein-
facher Weife!) »iibereinander greifen«; z. B. iiberdecken fich die
zweidimenfionalen Sterne in der Ebene »dachziegelartig«. Dies bat
zur Folge, dafl man eine vollftindige Disjunktion aufftellen kann in
Bezug auf das Enthaltenfein eines »kleineren« Sternes in einem aus
der Menge der »Dadhziegelfterne«. D. h., er ift ficher in einem
beftimmten »Dadchziegellterne« ganz enthalten und von jedem anderen
folchen Sterne ganz gefondert. Dies widtre nicht der Fall, wenn
man die Ebene cinfach in eine gewiffe Anzahl Flachenftiicke teilte.
Denn dann wiirden in morphologifchen Kontinuen notwendig ver-
fhwommene Grenzen auftreten und damit »zweifelhafte Fille«
vom Typus (7) (f. 0.S. 422). Dies wiirde eine vollftindige Disjunktion
im obigen Sinne unmdglich machen. Ebenfo wiirden Schwierig-
keiten auftreten, wenn nicht ndber chavakterifierte Flachenftiicke zur
teilweifen Ubevrdeckung gebracht wiirden, in denen Hoblvdume auf-
treten kdnnten.

Es muB geniigen, die Richtung des im wefentlichen mathe-
matifch en (nicht phinomenologifchen) Problems aufgezeigt zu haben,
wie man von den Uberdeckungsverhiltniffen des ein dimenfionalen
Kontinuums zu denen im me b v dimenfionalen kommt. Die ftrenge
Ldfung tiberlaffen wir der Mathematik und befchranken uns auf die
pbhanomenologifche Behandlung des Limesproblemes im eindimen-
fionalen Kontinuum.?)

1) Dies bdngt mit der topologifchen Eigenichaft folcher Sterne zufammen,
»einfach zufammenbidngend« zu fein.

2) Hier kniipft fich das Problem der »Hrithmetifierung« des Kontinuums
durch die Einfiilbrung von Koordinaten an, die zundchft als zahlenmifige
Bezeichnungen der »Nef - Elemente« auftreten. Einiges Nidbere dariiber
fiebe unter D.
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II. Die anfchauliche Fundierung der geometvifchen
Gefefhe durch den Grenziibergang.

Um das eindimenfionale (»lineare«) Kontinuum auf Koovrdinaten
zu beziehen, oder duvch einen arvithmetifchen HAlgorithmus zu ev-
fchlieflen, bedienen wir uns des folgenden (ebenfalls von Brouwe v
{ftammenden) Verfabrens.!)

Wir bilden ein Syftem iibereinandergreifender fog. »Dualinter-
valle«, die das Stiick des lineaten Kontinuums, die Strecke A B
itberdecken.

sl
-tw
>

Dies gefchieht fo: Etft teilen wir AB in zwei Teile svon gleicher
Grdfenordnung« (wir wollen kurz fagen: wir »halbieren A Bu«),
dann halbieren wxr 1eden Teil nochmals, dann faffen wiv ye zwei
der »Viertelteile« T, 2, 3, 4 zufammen, namlic fo: 12, 23, 34, et-
weiteren noch das Ganze durch Hinzufiigung der neuen »Viertelteile«
0 und 5 svor« A und »hinter« B und bilden noch 01 und 45. —
Damit baben wir das Syftem der fich tliberdeckenden »Dualinter-
valle« gewonnen: 01, 12, 23, 34, 45 (fiehe Figur).

Wie erkldren wir nun aber den Ausdruck: »von gleicher Grdflen-
ordnung«? Ein gangbarer Weg fcheint der folgende zu fein: Wir
definieven: »Zwei Stiicke des linearen Kontinuums (Intevvalle) a, b
beiflen von gleicher Groflenordnung, wenn der Fall (8) (das Ent-
haltenfein) zwifchen a und b nicht vorkommen kann; dagegen wobl
der »zweifelbafte« Fall (7) (teilweife Deckung) oder der Fall ()
(villiges Getrenntfein). Dagegen heifit a' von kleineter Grdfen-
ovdnung als a, wenn a’ in a entbalten fein kann (Fall [$])«. — Es
gilt nun infolge diefer Definitionen der Safi: »Ein Intevvall i von
kleinerer Groflenordnung als alle Intervalle des »Dualintecvallfyftems«
(die unter fich von gleicher Grofenordnung find), das im Hus-
gangsintervall A B liegt, liegt in einem und nuvr einem Dual.
intervall des Syitems. Es befteht alfo die vollftindige Disjunktion:
i liegt entweder in 01, oder in 12, oder in 23, oder in 34, oder
in 45 (im obigen Beifpiel).«

Man kann nun offenbar das ganze Teilungsverfabren beliebig
oft wiederholen (»iterieren«). Man macht eins der obigen Dual-
mtervalle, die wir jett als von der 1. Ovdnung bezeichnen, zum

1) Vgl. Weyl, Math. Zeitichr. Bd. X, S. 39fF. (II. Teil).
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nunmehrigen Ausgangsintervall, z. B. 23 und kommt fo zu neuen
»Viertelintervallen« 1°, 2', 3, 4’ und zu den entfprechenden »Dual-
intervallen 2. Ordnung: 01, 12', 23, 34’, 45. Dann hat man
wieder eine vollftindige Disjunktion beziiglih des Entbaltenfeins
eines geniigend kleinen Intervalls i’ in einem der neuen Dualintet-
valle. — Ebenfo erhidlt man die Dualintervalle 3. Ordnung und
wieder eine entfprechende vollftindige Disjunktion mit Bezug auf
ein Intervalli” von der entfprechenden Gréflienordnung. Die Inter-
valle 1., 2., 3....Ovdnung befiien offenbar eine ftets abnehmende
Grdfenordnung, ebenfo i,i,i" . . .

Die Dualintervalle von derfelben Ordnung kann man (z. B. von
links nach rechts) numerieren. Das ermdglicht dann eine Folge von
ineinander gefchachtelten Dualintervallen, in denen die abnebmende
Folge i, i’,1” ... jeweils enthalten ift, mittels einer Folge von natiir-
lichen Zahlen eindeutig zu kennzeichnen. Durch jedes Glied der
Zablfolge wird die bei der vollftindigen Disjunktion getroffene Wahl
angezeigt. (Diefe umftdndlichere Bezeichnungsweife tritt alfo an die
Stelle etwa der unendlichen Dezimalbriiche der alten Theorie.)

Nun evhebt fich aber eine fundamentale Frage: Kann man das
gefdhilderte Teilungsverfahren nicht nur rein formal, fondern audh
als anichaulich interpretietbare Operation an anichaulichen Kontinuis,
beliebig weit fortfeen? Brouwer bejaht dies und fagt, eine
unbegrenzte Folge ineinander gefchachtelter Dualintervalle definieve
koordinatenmiflig einen Punkt des Kontinuums. Der Punkt ift
fomit niemals fertig gegeben, fondern ift der ideale Zielpunkt eines
unendlichen Prozeffes. Das Kontinuum ift fiixr Brouwer die
»Matrix« aller veellen Zahlen oder geometrifichen Punkte; es ift ve-
prifentiert durch eine nadch freier Wabl fortichreitende, ewig in der
Entwicklung begriffene Folge von ineinander gefchachtelten Inter-
vallen, die zu jedem »Punkte« fiihven kann. Das Kontinuum ecfcheint
alfo von B r o uw e rs mathematifchem Standpunkte aus als ein wet-
dendes und Weyl bat daraus fogar naturpbhilofophifche Konfe-
quenzen z. B. beziiglich der Naturkaufalitit zieben wollen. Hbet
wir miiffen demgegeniiber davan feftbalten, dafl fich das finnlich-
anichauliche Kontinuum duvchaus als feiendes gibt; nur der Prozef
feinermathematifchen, d.b. verftandesmifligen (rationalen) Beftimmung
ift nie vollendbar.

Aus dem eben Gefagten ergeben fich naturgemif folgende wei-
teren Definitionen:

I. »Zwei Punkte ¢, f fallen zufammen, wenn allgemein i.™ (das
n'¢ Intervall dev Folge »««) mit i5™ fich ganz oder teilweife iibevdedkt. «
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II. »Zwei Punkte @, £ liegen getrennt, wenn es eine natiicliche
Zabl n gibt, fo daB i.™ und iz véllig getrennt liegen.«

Diefe beiden Mdglichkeiten bilden keine vollftindige Disjunktion.
Dies entfpricht der fluktuierenden Natur des anichaulichen Konti«
nuums, in dem, wie Weyl fagt, »das Getrenntfein zweier Stellen
beim Zufammenciicken fozufagen graduell, in vagen Abftufungen in
Ununtevicheidbarkeit iibergeht.« Wobl aber gilt der Saty:

»Fallt @ mit 7 und f mit 7 zufammen, fo féllt auch ¢ mit 7
zufammen. «

Es brauchen zwar nicht, wenn i.™, ig™ einerfeits, i5™, i,M™
andeverfeits (teilweife) iibereinandergreifen, auch i™, i, dies zu
tun. Hber es miiffen fich dann im weiteren Verlaufe der Entwick«
lung der Folgen «, 3, 7 fich fchlieBilich entweder o, 8 oder 8, ¥ von.
einander trennen.

Es ift aber fehr wichtig zu beachten, daB dies nur dann mit
Sicherheit eintritt, wenn man die Entwicklung unbegrenzt fortgefett
denkt. Der obige Sap von der stranfitiven« Befchaffenheit der Re-
lation des »Zufammenfallens« gilt alfo nur, wenn man die Annébe-
rung an den »Punkt« iiber jede Grenze hinaus treiben kann. So-
fern man das im fdlicht-anfchaulichen Kontinuum (in manchen Fillen)
nicht kann, gilt dann nicht die Tranfitivitit des Zufammenfallens,
fondern es gibt eine »Schwelle« fiir das Getrenntfein und die Re-
lation zwifchen zwei Punkten, einen suntevichwelligen Abftand zu
baben«, die hier anftelle des »Zufammenfallens« tritt, ift nicht tran-
fitiv. (Eingebenderes fiehe im III. Abfchnitt). — -

Wir bhatten bisher das allgemeine Kontinuumproblem bebandelt
und damit die Frage einer vervallgemeinerten Geometrie, die auch
nicht-vdumliche Mannigfaltigkeiten (z. B. Farben- und Tonkontinua)
mit umfait, HAn diefer Allgemeinbeit kdnnen wir nun nicht mebr
fefthalten, wenn wirv tiefer eindringen wollen.

Es erhebt fich nimlich vor allem die Frage nach der »unend-
lichen Teilbarkeit« des Kontinuums, d. h. nach der Mdéglichkeit, un-
begrenzte Folgen von ineinandergefchachtelten Intervallen zu bilden.
Die mathematifche Betrachtungsweife Brouwerts feit eine folche
Moglichkeit voraus, fie gibt ein unbegrenzt fortfegbares Schema, fie
fragt aber naturgemidfl nicht danach, ob aufchauliche Kontinua eine
unbefchrdnkte Fortfefung der Teilung geftatten. Diefe Frage mufl
fich aber gerade der Phdnomenologe ftellen,

Uberblicken wir nun in diefer Hinficht die uns bekannten Xontinua,
fo fcheinen fie fich in manchen Fillen fo, in anderen anders zu ver.

halten. Betrvachten wir z. B. das Kontinuum der Tdne nach ihrer
Hufferl, Jahrbuch f. Philofopbie VI, 28
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Stdrke (bei konftanter Klangfarbe und Hdhe) geordnet, fo fcheint
durchaus keine unbegrenzte Teilbarkeit, auch keine Tranfitivitat dev
Koinzidenz zu beftehen. Die Pfychologie (naturaliftilcher Richtung)
fpricht hier von »Unterichiedsichwelle« und fiibrt den pbédnome
nologifch durchaus irvelevanten (weil tranfzendenten) Begriff des
»Reizes« ein., Bleibt man immanent, innerhalb des veinen Pha-
nomens, fo fieht man kein Mittel, um weiterzukommen.

HAnders im Raum! Dort bat man von jeber von geometrifchen
Idealbegriffen gefprochen und die methodifche Uberwindung des
bloflen »Sinnenfcheins« gefordert. Ift diefe Meinung phdnomeno:-
logifch fundiert?

Hier alfo ift die Grenze der allgemeinen Behandlungsweife und
wir brauchen eine Methode, die von der pbhinomenologifichen HAna-
lyfe konkreter Kontinuen ausgeht. Wir befchtdinken uns daber von
hier ab auf den Raum, daneben beriickiichtigen wir bis zu einem
gewiffen Grade die Zeit. HAls Fundament der weiteren Unter.
fuchungen brauchen wir die Kenntnis des konftitutiven (phdnomeno-
logifchen) Aufbaus diefer beiden Gegenftindlichkeiten (f. Abfchnitt II).
Auf Grund deffen wird fich erft das Limesproblem, das Problem
der unendlichen Teilbarkeit des Kontinuums als werdenden oder
feienden, der geometrifchen Idealifierung ufw. entfcheiden laffen.

Anmerkung iiber die Husfdlielung der nicht-
ardbimedifchen Geometrie.

Schon an diefer Stelle unferer Betrachtungen, alfo nodh bevor
wit fpeziell auf die rdumliche Geometrie eingehen, kénnen wiv feft-
ftellen, dafl durch die Hrt, wie wir den Begriff des »Punktes« im
Kontinuum einfiibren, die Moglichkeit einer fog. »nicht-archimedifchen«
Geometrie (Vevronefe, Hilbert) ausgefchloffen ift. Denn felbft
wenn alle unfere Folgen ineinander gefchachtelter Intervalle un-
begrenzt fortfegbar widren, kdmen wir doch immer nur zu einem
Teilfyftem der Gefamtheit der veellen Zabhlen im Cantorv-Dede-
kindfchen Sinne, (d. h. des Syftems aller endlichen und unendlichen
fyftematifchen Briiche). Durch die Befchrinkung auf gefeymifig un-
endliche Folgen wird unfer Syftem dem Cantovr-Dedekindficen
gegeniiber dvmevr. (Es ift in der Tat ftets abzdhlbar.) Hndrerfeits
ift bekannt, dafl die nicht-avchimedifchen Syfteme Veronefes und
Hilbetrts reicherfindalsdasCantor-D edekind fche Syftem.!)

1) Vgl. F. Klein, Vorlefungen iiber die Anwendung der Differential.

und Integralrechnung auf Geometrie. 1902. (2. Abdruck, Leipzig 1907). —
S. 323 bis 327,
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A fortiori find fie daber veicher als unfer (Brouw erfches) Syftem.
Und fomit find jene nicht-avchimedifchen Geometricen durch unfeve
Hnnahme der Brouwetichen Theorie ausgefchloffen. Mit andeven
Worten: Uber die »Stetigkeitsaxiome« ift fchon jetit, bevor wir
iiberhaupt auf den matervialen Inhalt der geometrifchen Axiome ein-
gegangen find, bei der blofien Uberlegung der Mdglichkeit des An-
fegens geometrifcher Axiome iiberhaupt, entichieden. Diefe Sachlage
wird im II. Teil beftimmte Konfequenzen nach fich ziebhen.

D. Zur ldee der Mafibeftimmung.

Die Idee der Metrik bhatte fich uns in den vorhergebenden Ex-
Orterungen f{chon einige Male aufgedrdangt. Wir wollen ibr dabetr
kurz ibre Stelle anweifen, bevor wir zu den konftitutiven Fragen
iibergeben.!)

Die Notwendigkeit einer Maflbeftimmung trat uns entgegen,
als wir verfuchten, mittels topologifcher Gebilde das Kontinuum zu
»vationalifieren«. Um Koordinaten einzufiibren, numerievten
wir die Dualintervalle von gleicher Grdflenordnung.

Nun watr aber unfere Definition des Husdrudks: »von gleicher
Grdfenordnung« (nimlich: einander nicht zu sentbhalten«) dervart
vag, daf} die Hufgabe, ein gegebenes Husgangsintervall in n
Intervalle von gleicher Gréflenordnung zu teilen, eine uniiberfehbare
Menge von Loéfungen zuldBt, von denen keine topologifch aus-
gezeichnet ift. Damit wird aber das Problem der Koordinaten-
beftimmung, felbft wenn man das Limesproblem als geldft anfiebt,
weitgebend vieldeutig, d. b. unbeftimmt. Um das Problem der
Koordinatenbeftimmung, d. b. im Grunde die Aufgabe der rationalen
Beftimmung des Kontinuums, zu einem eindeutigen zu machen, muf
eine der vielen topologifch gleichwertigen Léfungen als die »vichtige«
Léfung ausgezeichnet werden.

Dafiirv gibt es nun zwei Wege:

1. Entweder: Man wiblt eine beftimmte Léfungwillkiiclich,
kennzeichnet fie »materielle duvch ein »Standart-Gebilde« und fiibrt
dies als UrmaBftab (Normalmeter ufw.) ein. — Dazu ift allerdings
notwendig, daB die Unverdnderlichkeit jenes Mafftabs gavantiect ift.

1) Es bandelt fich bier blofl um eine vorldufige Erlduterung der Idee
der Metrik, die im IL Teil ausfiibrlicher darvzuftellen fein witd. — Zum
metrifchen Problem find zu vergleichen: B.Rie mann, Uber die Hypothefen,
welche der Geometrie zugrunde liegen. Neu berausgegeben von H. Weyl.
Berlin 1919, (Original: 1854). H. Meinong, Uber die Bedeutung des
Weberichen Gefees (1896). Zeitichr. fiiv Plychologie 11; S, 81ff., 230fF., 253fF.

28*
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Ferner miiffen feine Enden und Teilftriche mdglichft »f{charf« be-
ftimmt fein, um zweifelbafte »y«.Fille moglichft auszuichalten, —
eine Bedingung, die freilich ftets nur unvollkommen zu erfiillen ift. —
Eine Ldfung diefer Art verfucht die angewandte (meffende) Geo-
metrie und Phyfik.

2. Oder: Man fucdt nad einer phanomenologifch ausgezeichneten
Léfung. Ein fo ausgezeichneter Fall ift der der »finnlichen Gleich-
heit« zwifchen den betr. Intervallen. (Schittung der Gleichbeit nach
dem »AugenmafB«). Es bandelt fich nicht um Meffung mittels eines
Mafftabs, fondern um Schdattung in der unmittelbaren Anfchauung. —
Diefe Methode ift die Grundlage der »teinen«, anfchaulichen Geometrie.

Beide Wege kdnnen bier nicht weiter verfolgt werden: denn
bei (1) ift das Kriterium der »Unverdnderlichkeit« nur auf Grund
eines tiefen Verftindniffes der,Naturgefetilichkeit ficher zu gebrauchen.
Und bei (2) bedarf es konftitutiver (phdnomenologifcher) Analyfen,
um die Bedeutung der »finnlichen Gleichheit«, die viel fchwieriger
zu ecfaffen ift, als es zunddft ausfiebt, wirklich zu verfteben. Im
II. Teil werden wir erft das metrifche Problem weiter unterfuchen
kdnnen; dann wird audh auf das merkwiirdige Nebeneinander
zweier »metrilcher« Verfabhren, der eigentlichen Meffung mittels Maf-
ftabs und der Schdatiung, ein Licht fallen. Fiir jest mufl diefe vor-
laufige Bemerkung geniigen.

Zweiter Abichnitt.

Uberficht iiber die phbdnomenologifche
Konftitution der Zeit und des Raumes.

Vorbemerkung.

Mit Bedacht nennen wir diefen Hbichnitt eine »Uberficht«. Es
ift im Rahmen diefer Arbeit unmdglich, ein abgerundetes Bild vom
Problem der Konftitution von Raum und Zeit zu geben. Nur ein
Geriift diefer Konftitution in ganz groben Ziigen konnte aufgeftellt
werden und auch das nur fo weit, als die Probleme der ganzen
Hrbeit es erfordern. Wir werden dann die ndheren Rusfiihrungen
an den Stellen nachholen, wo fie durch den Gang der Unterfuchung
zwingend gefordert find. Sie {chon bhier bringen, biefle ein ver-
zerrtes Bild geben, in dem einzelne Pattieen kurz, andere im
Verhiltnis dazu zu ausfiibrlich bebandelt find. Dies wolle man
beriickiichtigen, wenn man allzuviel Wichtiges vermifit.

Es muB noch darvauf hingewiefen werden, dafl der ganze Hb-
fchnitt fich in allen wefentlichen Ziigen auf Huff e v l{che Gedanken-
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génge ftiigt, vielfach geradezu in Form eines Bervichts. Ein folcher
Bericht war unumgidnglich notwendig fiiv das Verftindnis der ihm
nadfolgenden Teile der Hrbeit und war angefichts des Umftandes,
daBl von Huffetls konftitutiven Einzelunterfuchungen fo gut wie
nichts verdffentlicht ift, unvermeidlich. Nur auf die fchon oben
(S. 386) zitierten Schriften von Hufferls Schiillecn (W. Schapp,
H. Hofmann, E. Stein, H. Conrad-Martius) fei nochmals
verwiefen.

§ 4. Uripriingliches ZeitbewufBtfein,

Die Struktur des veinen Bewufitfeins zeigt dvei hauptidchliche
Stufen: 1. Das uvipriingliche Zeitbewufitiein. 2. Die immanente
Gegenftandlichkeit oder den immanenten Bewufitfeinsftrom. 3. Die
tranfzendente Gegenftindlichkeit oder die tranfzendende Welt.

Wit beginnen diefe Stufenleiter von unten und betrvachten dem-
gemdB zundchft das uripriingliche Zeitbewuftfein,

Die »flieBende« Zeit liegt nicht nur jeder Verdnderung, fondern
aud jeder Unveridnderung (Dauer) zugrunde. Selbft wenn wir von
jeder tranfzendenten Vergegenftindlichung des finnlichen Matervials
unferer Wabrnehmungen, Evinnerungen, Pbhantafieen ufw. abfehen
und z. B. den Ton nur als akuftifches Datum, nicht etwa als Geigen-
oder Glockenton auffaffen, find wir noch nicht im urfpriinglichen
Gebiet des Bewufitfeins angelangt. Ein unvevdndert dauernder Ton
ericheint uns als rubend, ein Staccatoton als die Zeit in nur
punktueller Husdebnung erfiillend, als »Momentanphafe« eines
hyletifchen Datums (Sinnesdatums). Indeffen gevade die nébere
Betrachtung einer folchen Momentanpbafe zeigt uns den »Flufl der
Zeit« in einem viel urfpriinglicheren Sinn, als es je eine flieBende
Verdnderung . tut. Eine Momentanpbafe ift nur einen Hugenblick
lang »jett« und fchon im nédchften Hugenblick »foeben gewefene,
Unaufbaltfam gleitet fie ftetig in fernere und fernere Vergangenbeit
hinab. Hud der sdauernde« Ton bleibt nur fcheinbar von diefem
Strdmen bewabrt. Jede feiner Momentanphafen wandelt fich vom
Modus des jett Seienden in den Modus des foeben Gewefenen,
und nur dadurch, daB fofort fiir jede Jett-Phafe eine ibr ganz
gleiche, aber nicht mit ibr identifche Urpridfenzpbafe eintritt, werden
wir iiber das Dabinfchwinden der einzelnen Phafen hinweggetduicht.

Die Gegebenheitsweife des im »Jept« Ericheinenden ift funda-
mental verichieden von allem Gewefenen. Das »jefit« Seiende ift
»gegenwirtig«, orvigindr, leibhaft da im engften Sinn: es ift, wie
wit fagen, eine »Urimpreffion«. Wir fiigen fogleich binzu: auch
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diefes urfpriinglichfte Evleben zeigt bereits eine intentionale Struktur;
wir finden in ibm berveits jene, alle Stufen des Bewufitieins durch-
ziehende Doppeltheit von Erleben und Erlebtem; aud diefes primitivite
Bewuftfein ift berveits »Bewufltfein vone«. Wit bhaben alfo in der
Urimpreffion zu f{cheiden zwifchen dem urimpreffionalen Bewufitiein
und dem urimpreffional Bewufiten, der Urgegenwirtigung und dem
Urgegenwairtigen.

Das Gewefene dagegen wird erfafft durvch »Retention«. HRudh
hiev ift zu fcheiden die Retention vom Retendierten, die »frifche«
Evinnerung und das »frifch« Evinnerte. (Von der Retention ftreng
zu fcheiden ift die »Reproduktion« oder »Wiedererinnerung«, woriiber
fpiater.) Waiahrend es, wenigftens als ideale Grenze, nur ein
punktuelles Jegt’') gibt, ift das Gewefene kontinuierlich ausgedehnt
durch eine unendliche Reibe von Modalitdten bindurdch, die fiir das
Hinabfinken devr impreffionalen Momentanphafe in die Vergangenbeit
chavakteriftifch find. Wir kénnen diefe Modalititen andeuten ducch
die Ausdriicke »Soeben«, »Soeben des Soeben« ufw., wenn dadurdch
auch nur diskrete »Punkte« innerhalb des vetentionalen Kontinuums
bezeichnet werden kdnnen.

Der »veine Idhblick« kann in jenen Kontinuen auf und ab
wandern, er kann eine hinablinkende Phafe verfolgen oder audh
die Kette der Soeben »ftromaufwirts« bis zum Jeit. Diefe primitivite
»Beweglichkeit« des Ichblicks ift von allen »Kindfthefen« (die fpdter
zu befprechen fein wevrden) und allen »Wanderungen der HAuf-
mevkfamkeit« ftreng zu fcheiden.

In analoger Weife kommt es berveits in dev Palfivitit des uv-
fpriinglichen ZeitbewuBtfeins zur Verldngerung der rationalen
Mannigfaltigkeit iiber das impreffionale Jetit hinaus in die Zukunft.
So wie das »Jetit« zum »Soeben« und dem »Soeben des Soeben«
ftebt, fo verbilt fich das »Sogleich« zum »Jefit« und zum »Soeben«
und das »Sogleich des Sogleich« zum »Sogleich« und zum »Jetyte,
Der Retention entfpricht fo eine »Protention«, — natiirlich ebenfalls
mit intentionaler Struktur. — Aud in diefem »protentionalen« Gebiet
ift der »veine Ichblick« frei beweglich.

Zum Wefen des Hinabfinkens einer Phafe Impreffion in das
Retentionale gehdrt unmittelbar eine ftetig fortichreitende Ver-
dunkelung ihves anichaulichen Gebalts. Das leibhaft vor mirc ftebende
Urimpreffionale »verfinkt« ins Dunkel der Vergangenheit. Derx

1) Als »Punkt« eines Kontinuums im Sinne Brouw et s; jedoch {cheint
bier ¢in ganz ausgezeichneter Fall vorzuliegen.
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»Horizont« der Vergangenbheit ift vollig dunkel und leer, alle Unter-
fchiede find in ibm verfchmolzen und aller anichauliche Gehalt aus
ibm verfchwunden.

Auf der eben befchriebenen tiefften Stufe der Bewuftfeins-
fteuktur evgibt fich berveits ein primitiviter Sinn von Gleichzeitigkeit.
Verfchiedene Inbalte, z. B. qualitativ verichiedene Sinnesdaten, wie
Blis und Knall etwa, kénnen beide »jetit« fein. Damit ift gegeben,
daf fie einen HAugenblick fpédter beide »foeben gewefen« find und
miteinander in die Vergangenheit hinabfinken. Sie dutdchlaufen alfo
alle Zeitmodi miteinander und bleiben in alle Ewigkeit zufammen,
wenn fie als Impreffionen vereint waren. Von folchen Inhalten
fagen wir: fie find »zugleiche oder »gleichzeitige«.")

Die vorftebende Skizze einiger Haupteigentiimlichkeiten des ut-
fpriinglichen Zeitbewufitfeins als folchen geniigt fiit unfere Zwecke.
Sie beriibrt tiefer liegende Probleme, insbefondere das Problem
der Gegebenheitsweife des urfpriinglichen Zeitfluffes, des ftetigen
Wandels des »Jet« in das »Soeben« uff. mit Abficht nicht.

§ 5. Die Konftitution des immanenten
Bewufitfeinsftroms.

Abgefehen von dem erwidhnten tiefliegenden Problem der Kon-
ftitution des urfpriinglichen Zeitfluffes felbft find uns noch keine Kon-
ftitutionsleiftungen des Bewufitfeins entgegengetreten. Die primi~
tivite folcher Leiftung, die wir zu betrachten haben, ift die Konftitution
eines Elementes des immanenten Bewufitfeinsftroms, alfo z. B. eines
Sinnesdatums. Wir kdnnen z. B. einen kurzen Ton im Verlaufe
feines vetentionalen Hinabfinkens verfolgen, d. h. dev Identitit feines
Sinnesgehaltes uns bewufit werden, die fich als ein und diefelbe ev-
bélt im uripriinglichen Zeitfluffe, d. h. im Wandel von der Urimpreffion
zu den verichiedenen retentionalen Modifikationen. Tun wir das, fo
konftituiert fich im Fluffe des uripriinglichen Zeitbewufitfeins etwas
Neues, eine erfte Stufe der Einbeit gegeniiber der urfpriinglich-
zeitlichen Mannigfaltigkeit. Es konftituiert fich eine beftimmte Dauer,
im Gvenzfall eine Momentanpbafe, die im Hinabfinken verfolgt wird,
ein erfiillter Zeitpunkt. Ein folcher Zeitpunkt ift Glied eines in fich
vollig ftarren Syftems von Zeitpunkten, die aber — davin beftebt
eben der utfpriingliche Zeitluf — zwangsldufig immerfort und un-
aufhaltfam ibve Orientierungsweife im Vecbiltnis zum »Jefit«, zum

1) Es gibt noch einen anderen primitiven Sinn von »Gleichzeitigkeit«;
wir brauchen ibn aber fiiv unfere Zwecke nicht.
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Nullpunkt der Orientierung, dndern. Jede endlich ausgedehnte
»Dauer« ift eine Strecke in diefem ftarren, aber als Ganzes immer-
fort bewegten Syftems.

Hllerdings ift dazu eine gewiffe Einfchrankung zu machen. Eine
in die Vergangenheit finkende »Dauecftrecke«, fo, wie fie unmittel-
bar in der Retention ericheint, behilt ibre »Grdfle« (Zeitlinge) nicht
unverandect bei, fondern zieht fich zugleich mit ibrer retentionalen
Verdunkelung zufammen, fo dafl man analog wie beim Raum von
einer »Zeitperfpektive« reden kann. — Es ift mdglich, in der unmittel-
baren Retention gleichfdrmige (ifochrone) Rhythmen wabrzunehmen.
Diefe fchieben fich aber in der ferneren Retention bei der Hnniébe-
rung an den dunklen Zeithovizont zugleich mit ibrer Verdunkelung
zufammen. Trofjdem find folche ifochrone Rhythmen die letite an-
fchauliche Grundlage ciner Zeitfchiung, worauf dann wieder die
Moglichkeit einer konventionellen Zeitmeffung berubt.

Von fundamental'andever Hrt als die Retention ift die » Reproduk-
tion« oder »Wiedeverinnerung«. Sie gebdrt zur Gruppe der Ver-
gegenwirtigungen, der Evinnerungen im weiteren Sinn, nicht nur
an Vergangenes, fondern auch an »Gegenwirtiges« (aber nicht leib-
haft Wabrgenommenes) und Zukiinftiges. (Es ift zweifelhaft, ob
es innerbalb des immanenten Bewufitfeinsbereichs Vergegenwirtigung
von zeitlich »Gegenwirtigem« gibt.) Von irgendeiner Stelle des
retentionalen Kontinuums, auch von feinem dunklen Horizont aus,
kann eine HAffektion auf das Ich ausgeiibt werden, die es zu einer
Zuwendung nach det betreffenden Richtung bhin veranlafit, genauer,
die eine folche Zuwendung des Ich motiviert. Im Verlaufe einer
folchen Zuwendung tritt dann die Wiedererinnerung in Funktion,
ibre Leiftung beftebt in einer Enthiillung, Explikation, Erbellung des
verdeckten, impliziten, dunklen (d. b. unanfchaulichen und leeren)
Retendierten. Duvrch die Reproduktion wird das leere Retendierte
wieder »felbft gegeben«, jedoch niemals »leibhaft«, fondern ftets im
Chavakter des Vevrgegenwirtigten, zeitlich des Vergangenen. Das
befagt genauer folgendes: Ich kann mich in die Wiedererinnerung
»verfenken«; ich bin dann nicht mebr im eigentlichen Sinne »wach«,
fondern lebe »trdumend« in der Vergangenbeit; ich verfege mich
in die Vergangenbeit hinein. Mein Ich hat alfo audh Erinnerungs-
charakter angenommen; es lebt in einer Erinnerung und erlebt den
urfpriinglichen ZeitfluB in bezug auf diefes »Jeit« in der Vergangen-
beit. Dieles vergangene Jet wird alfo zur Gegenwart; das befagt:
»Ver-Gegenwirtigung«. — Die fich hier anfchlieBende veiche Proble-
matik der Wiederevinnerung kann nur fliichtig geftreift wevden.
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Insbefondere kann in eine Erdrterung der doxifchen Modalititen
bei der Wiedererinnerung nicht eingetreten wevden. Nur auf Eines
fei hingedeutet: Zweifel und Tdufchungen in der Evinnerung kommen
ftets zuftande duvch eine Vermengung von verichiedenen Erinne-
rungen, die daduvch entfteht, daB fich an eine HAffektion andeve, nicht
dazugehdrige, aberdhnliche »affoziativ « kniipfen; d. b. von ibr »geweckt «
werden. Die Tdufchung wird entlarvt durch die Entwirrung jener
Vermengung, durch ein Sich-Spalten der zweifelbaften Feblervinne-
rung in mehrere echte Evinnerungen. Da eine Evinnerung ftets
nur durcdh Erinnerung entlarvt wevrden kann und fich mit dem
Prozeff der Entwirrung ftdndig (velativ) echte Erinnerungen ent-
biillen, fo kann die Ervinnerungstiuichung niemals zu einem voll-
kommenen Skeptizismus gegeniiber der Leiftung der Erinnerung
fiilbren. Im Gegenteil ndhert man fich (wie das hiet nicht nidber
ausgefiibrt werden kann) duvch fortfchreitende Entwirrung der
Vermengungen einem ftéindig klarer werdenden, wideripruchslofen
Evinnerungsgehalt, der in der Grenze zum »HAn-fich der Vergangen-
beit« wird. .

Audh Protentionen kdnnen »ausgemalt«, d. b, mit anfchaulichem
Gebalt erfiillt werden. Hudb fie kdnnen motiviert fein, fiiv fie kann
mebr oder weniger »fprechen«; fie kénnen fich auch gegenfeitig
»bekriftigen« oder hemmen. Hber es befteht immer die Mdglich-
keit, daB fie durch eine Urimpreffion endgiiltig beftitigt oder wider-
legt werden, und welches von beiden eintritt, ift mit GewiBbeit
niemals vorauszufeben. Die Zukunft ift ftets »ungewifi«, die Ver-
gangenheit dagegen »unabidnderlich«. —

Wie konftituiert fich nun mit Hilfe der Wiederinnerung die un-
endlich ausgedehnte homogene Zeit? Denkt man f{ich geniigend
viele Punkte des rvetentionalen Kontinuums durch Reproduktion
»erfiillt« (woran fich dann immer gewiffe veproduzierte Zeitftrecken
fchliefen, denn in der Wiedererinnerung verflieit ja auch Zeit), fo
iiberdecken fich fchlieflich die evbhellten Strecken der Vergangenbeit
und fchlieflen fich zu einem liickenlofen Kontinuum zufammen. Duvch
wiederholte Wiedererinnerungen kann man auf jede Stelle diefes
Kontinuums immer wieder »zuviickkommens«. In diefer identifizie-
rvenden Syntbefis konftituiert fich dann eben das »HAn-fich-Ver-
gangene«, das bis zur Gegenwart veicht. Protentional ift nur eine
HArt leever Vorzeichnung in die Zukunft hinein mdglich. — In diefem
rveproduktiven Kontinuum gibt es, im Gegenfaty zum Retentionalen,
keine »Zeitperipektive«; ein ifochroner Rhythmus lduft vdllig gleich-
miBig durch es bindurch. Trotidem ift die fo konftituierte »homo-
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gene« immanente Zeit, die einen gewiffen Grad der Unabhingig-
keit vom Ich belist, nicht »interfubjektive. Denn wir befinden uns
ja noch durchaus in der Sphidre des immanenten Bewuftfeinsftroms. —

Die Kkonftituierte immanente Zeit ift ein evftes principium indi.
viduationis fiir Momentanpbafen immanenter Ervlebniffe. In der
Qualitit abfolut identifche hyletifche Daten kdnnen zu verfchiedenen
Zeiten auftauchen und damit in mehreven ganz gleichen Exemplaren
vorbanden fein. Es gibt aber noch ein zweites principium indivi-
duationis im immanenten Bewuftfein, ndmlich die »Husbreitung«
(Quafirdumlichkeit) der Sinnesfelder. Im vifuellen Feld z. B. kdnnen
gleichzeitig (alfo durch die Zeit nicht individuiert) mebrerve ab-
folut gleiche farbige Flecken »nebeneinander« ecricheinen. Huf jedes
Element des erften principium individuationis (den Zeitpunkt) ftuft
fich alfo ein zweites principium individuationis (die Quaficaumlichkeit)
auf; in jedem Zeitpunkt gibt es ein Sinnesfeld mit einer Mannig-
faltigkeit von Elementen.

Man fagt, ein gewiffes qualitatives Datum »serfiille« einen Zeit-
punkt oder eine Stelle eines HRusbreitungsfeldes. Es ift alfo ein
principium individuationis eine formale Mannigfaltigkeit, die verv-
fchiedenen Erfiillungen zugidnglich ift. Ndber betrachtet verhilt fich
aber die Sadhe fo: die impreffional-vetentionale Mannigfaltigkeit
(wozu dann noch in gewiffem Sinne das protentionale Kontinuum
kommt) befteht aus einer Menge von verichiedenen Formmodi: dem
»Jet«, dem »Soeben«, dem »Soeben des Soeben« (dem »Sogleich«,
»Sogleich des Sogleich«) ufw. Die Erfiillung diefer Formen wedhfelt
zwangsldufig fortgefetyt: darin beftebt ja gerade der urfpriingliche
Zeitflufl, hinter den wir hier nicht zurviickfragen. In der konfti-
tuierten immanenten Zeit dagegen hat jeder »Zeitpunkt« feine
unwandelbare »Fiille«; die immanent-konftituierte Zeit ift ftarr, nur
ihre Ovientievrung zum »Jetit« wechfelt, Das ift nicht weiter
ecftaunlich, fondern felbftvecftindlich, denn durch »Verfolgung« einer
finnesidentifchen Momentanpbafe ergab fich ja gerade die immanente
Zeit; die konftante Fiille ift ja gevade die Bedingung ihrer Struktur.
Sobald man in der immanenten Zeit ausgedebnte »dauernde« Phéano-
mene betrachtet, hat man fchon die beiden Dimenfionen der vetentio-
nalen Modalitdt und der Ausdehnung der individuierenden Mannig-
faltigkeit (der Lange detv Zeitftrecke, von der jed es Element einmal
»jetit«, dann »foeben gewefen« ufw, ift). Handelt es fich nicht um ein
unvevidnderliches Datum, fondern um eine Vevdnderung, ein Ge-
fcheben, fo kommt als dritte Dimenfion hinzu die Variation der
Qualitidt dev Fiille oder der »Lage« der Fiille in der fekunddvren
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individuierenden Husbreitungsmannigfaltigkeit (z. B. dem Sebhfeld).
Befchvdnkt man fich auf die konftituierte Zeit, beriickfichtigt man
alfo die evfte Dimenfion nicht mebr, fo hat man lediglich einen
funktionellen Zufammenbang zwifchen zwei Vaviablen, der Stelle
in der Zeit und der Stelle im HAusbreitungsfeld oder im Kontinuum
der qualitativen Vaviabilitdt. In beiden Fillen bandelt es fich dann um
eine Bewegung im weiten aviftotelilchen Sinn (xiv5oig), im
erften Fall fpeziell um eine qualitative Vevdnderung (dAlolwaig),
im zweiten um eine Ortsbewegung (yoe¢)., HIl dies ift ftreng
zu fcheiden von dem uripriinglichen Zeitflul, dem Wandel des »Jeft«
in das »Soeben« ufw. -

Es ift hier nodch einer eigenartigen Mannigfaltigkeit zu gedenken,
die weder den Chavakter einer qualitativen Vaviabilitit eines Emp-
findungsdatums noch den einer Husbreitung bat, ndmlich der »kin-
ifthetifchen Mannigfaltigkeit«, die auf einer hdbheren Stufe des
konftitutiven Aufbaus eine enticheidende Rolle fpielt, aber fchon in
der immanenten Sphidve auftritt. Die Haupteigentiimlichkeit detv
kinédfthetifthen Mannigfaltigkeit ift, dafl fie willkiiclich duvchlaufen
werden kann. Sie befteht aus Gegebenheiten sui genevis, die weder
Taft- noch irgendwelche andere Sinnesdaten find, fondern fozufagen
dasjenige darftellen, worin fich ein Willensimpuls, der doch legtlich
immer auf eine Bewegung tendiert, ausftcédmt. Sie ift fomit vor
allem eine Sphidre der freien Verfiigbarkeit fiir das wollende Ich,
namlich gerade diejenige »Stelle«, wo die eigentliche » Handlung« primirx
vor fich geht. — Innevrbalb der kinifthetifchen Mannigfaltigkeit bat
das bewegliche »Glied« des »Leibes« (fo, wie es »von innen« waht«
genommen ift) feine beftimmte momentane Lage, die als folche,
ebenfo wie die Gefchwindigkeit und Befchleunigung des Ubergangs
von einer Lage zur andeven, eben unmittelbar kindfthetifch »emp-
funden« wirvd. Die kindfthetifche Mannigfaltigkeit felbft umfafit die
mdoglichen Lagen diefer Art, von denen je eine immer nur als witklich
gegenwirtig gegeben ift oder unter Umftinden auch nur in der Weife
des »Duvrchgangs« von einer zweiten zu einer dritten, mit einev
beftimmten Gefchwindigkeit »paffiert« wird, Jede folche »emp-
fundene« Bewegung trdgt in fich die Protention auf eine Folge
von beftimmten Lageindices in der Kinifthetifchen Mannigfaltigkeit.
Und diefe Protention etfiillt fich vegelmidfig, wenn die Bewegung
witklich (d. b. urimpreffional) gegeben wivd, Mit diefer »Bewegungs-
empfindung« kann fich dann noch ein weiteres, eigentliches und
»freies« Sinnesdatum affoziieven, z. B. ein Taft. oder Sehdatum,
auf das wobhl auch Protentionen hinzielen kdnnen, die aber frei
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erfiillbar oder enttiufchbar find (und dann je nachdem mebr oder
weniger »Gewicht« haben). Diefes »freie« Datum ift damit als
in gewiffem Sinne ich-unabbhidngig, als ich-fremd, als »objektive
im Gegenfaty zum »fubjektiven« Element der kinifthetifchen Mannig-
faltigkeit chavakterifiert.

Wir haben alfo hier einen zweiten Begriff von »Objektivitite«
im Gegenfag zum erften, der durch die ucrfpriingliche Intentionalitit
aller Erclebniffe entftand. Mit diefem zweiten Begriff der »Objek-
tivitdt« fteben wir bereits an der Schwelle der tranfzendenten Welt.

§ 6. Zur Idee dev tranfzendenten Welt.

Von dem fehr umfangreichen Problem der Konftitution der
tranfzendenten Welt kann bier nur ein fehr fragmentariicher HbriB
gegeben werden. Die phidnomenologifche Léfung des Tranfzendenz-
problems muf} in ibren fundamentalen Ziigen als bekannt voraus-
gefet werden. (So, wie fie in Hufferls »Ideen« auseinander-
gefegt ift.) Wit befchrdnken uns auf einige allgemeine Bemerkungen
iiber den Begriff- des tranfzendenten Gegenftands und geben dann
fofort zum konftitutiven Stufenbau des Raumes iiber, indem wir
uns dabei bewufit bleiben, da die Rdumlichkeit nur eine abltrakte
Sdchicht des Pbdnomens der tranfzendenten Welt darcftellt.!)

Uber den bisher betrachteten immanenten Eclebnisfttom hinaus
fiibren uns die in ibm enthaltenen » Apperzeptionen« oder »Noefene,
die die bisher allein betrachteten byletifchen Daten sbefeelen«.
Hievin zeigt fich die eigentliche Intentionalitdt (hdhever Stufe, die
allein in den »Ideen« betrachtet wird, vgl. § 84), die eine neue
Doppelftruktur des Bewufitfeins, die »noetifch-noematifche« Struktur
bedingt. Hierbei ift wieder zweierlei zu untevicheiden: Erftens
der Gegenfatg «Noefis-Noema« in jedem einzelnen intentionalen
Evlebnis, d. h. der Gegenfaty zwifchen Erleben und Erlebtem; —
und zweitens der Gegenfay zwifchen der Einbheit des Gegenftands-
Sinnes und der Mannigfaltigkeit feiner Erfcheinungsweifen.?) Beide

1) Auf das Problem des Verhidltniffes von Raum und Matevie (Geometrie
und Phyfik) werden wir erft im Il Teil eingeben.

2) Wir beriibren bier — mit unferen Betrachtungen im Rabmen einer
tranfzendentalen Heftbhetik bleibend — nicht den Unterichied zwifchen inten-
tionalem und »wirklichem« Objekt, zwifchen noematifchem Sinn und feiendem
Gegenftand. Die Problematik der Phdnomenologie der Vernunft bleibt
(im allgemeinen) auflerhalb unferes Gefichtskreifes. Deshalb brauchen wir
auch gar nicht die Dimenfion der doxifchen Modalititen. — Es ift dies allevs
dings eine Befchrinkung, die vielleicht nicht unbedenklich ift.
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Gegenfifie fanden fich fchon in der immanenten Sphive: die Inten-
tionalitdt berveits im urfpriinglichen Zeitbewufitfein, z. B. im Gegen-
fag »Retention - Retendiertes« und die Einheit des Sinnes in den
Elementen des immanenten Bewufitfeinsftroms felbft, die fich ja als
folche Sinneinheiten gegeniiber der Mannigfaltigkeit der temporalen
(retentionalen) Modifikationen gerade konftituierten. Hilles wiedecholt
fich jetst auf einer hdheren Stufe: das was friither konftituiecte
Einbheit war, wird jeit Element einer Mannigfaltigkeit, die eine
hébere Einheit ibrerfeits konftituiert. Hllerdings ftimmt das infofern
nicht ganz, als die byletifchen Daten an und fiiv fich nicht fabig
find, Einbeiten des Sinnes entftehen zu laffen, fondern Noefen,
Ruffaffungen, Hpperzeptionen binzutreten miiffen, vermdge detver
im immanenten Strom des Bewufitfeins Tranfzendentes gemeint,
»intendiect« ift.

Die Unabbdngigkeit des fo Gemeinten von der Subjektivitit
entftebt aber fo: Die Mannigfaltigkeit der Erfcheinungsweifen eines
tranfzendenten Gegenftandes kann im Duvrchlaufen dev »kinéfthetifchen«
Mannigfaltigkeit (die der frei beberrichte Spieltaum des Bewegungs-
impulfe erteilenden Ich ift; es bhandelt fich um das Phanomen der
»Freibeit«, des »Ich kann«) ibrervfeits — abgefeben von zufilligen
Hemmungen — beliebig durchlaufen werden. Die fo entftehenden
Variationen der Ericheinungsweife wevden alfo dem Idh zur Laft
fallen (als Folgen fubjektiver Bewegungen, d. h. als Orvientierungs-
dnderungen zum Gegenftand), nicht dem Gegenftand felbft, dev
vielmebhr in diefem Fluf} der E'cfcbeinunge(n unvevdndert bebhavct,
Es find aber auch andeve Ericheinungsinderungen denkbar, die
nicht in diefer Weife durch fubjektive Bewegungsimpulfe beberrich-
bar find. Diefe gehdren ibm dann »objektiv« zu; fie zeigen uns
ein tranfzendentes Gefcheben im Gegenftand an, das fich in ihnen
»davftellt«.

Zwifcdhenbemerkung: Wir miiffen bier daran evinnern,
dafl die eben angedeutete Schilderung des konftitutiven Prozeffes
ein wichtiges Moment verichweigt, ndmlich die tendenzidfe
Struktur des Bewuftfeins. Es ift ein grofler Problembezirk fiic
fich, auBer den puvren »Vorgingen«, die bei der Konftitution eine
Rolle fpielen (dem Zufammenichlu des Mannigfaltigen zur Einbeit
des Sinnes ufw.), auch die »Kvifte« zu betrachten, die hinter diefen
Vorgingen ftecken. Natiirlich ift hier »Kraft« nicht im phyfikalifchen
Sinn zu verftehen, fondern als motivierte Tendenz, fei es als
paffives Sich-Ziehben-Laffen von einev »Affektion«, fei es als aktive,
vom Ich ausgehende Spontaneitit, Bei einer tieferen phdanomeno-
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logifchen HAnalyfe wiirde fich diefe »tendenzidfe« Schicht vielleicht
fogar als die grundlegende und das »Gefchehen« tragende erweifen.
Filr unfere befondere Problematik brauchen wir fie aber nicht zu
betrachten. —

Nach diefen allgemeinen HAndeutungen gehen wir zur Einzel-
betrachtung der verfchiedenen Stufen der tranfzendentalen Ding-
konftitution iiber. Wit befchrdnken uns aber dabei auf das Rdum.
lihe und gehen nur gelegentlich auf die »Raumfiille« ein. Diefe
Befchrdnkung ift mdglich im Hinblick auf die Probleme des evften
Teils. Im zweiten Teil werden wir Gelegenbeit haben, auf die
Grundziige der Phinomenologie der materiellen Dinglichkeit (Untet-
fchied zwifchen Ding und Phantom, Rolle der Kaufalitit) einzugeben.

§ 7. Die konftitutiven Stufen der Raumlicd keit.

Wir untevicheiden drei hauptfdchliche Stufen in der Konftitution
der Raumlichkeit:
A. Die priéfpatialen (vor- oder quafiviumlichen) Felder oder
Ausbreitungsfelder.
B. Den orientierten Raum.
C. Den bomogenen (unbegrenzten) Raum.
Unter (A) ift wieder zu fcheiden:
A 1. Die Sinnesfelder (prifpatiale Felder 1. Stufe).
A 2. Die Organbewegungsfelder (prifpatiale Felder 2. Stufe).
Diefe Konftitutionsftufen miiffen wir nun der Reibe nach betrachten.

A. Die prdfpatialen Felder.
1. Die Sinnesfelder (Sehs und Taitfeld).

Wir lernten fchon die Husbreitungsfelder der Sinnesdaten
kennen. Im wefentlichen kommen ausichlielich das Sebfeld und
das Taftfeld in Frage, in manchen Fragen hodftens noch das Hoe-
feld (d. h. das Richtungsfeld des Gehdrs).!) Die Lichterfcheinungen

1) Dazu ift zu bemerken, dafl das »GebdrRichtungsfeld« mit dem »Sebh-
feld« nicht ganz parallel geht. Wibhrend ndmlich das quafirdumliche Sebfeld
d a s fekundire principium individuationis der Sebdaten ift (das primdre ift die
pbhanomenologifche Zeit), liegt die Sache bei den akuftifchen Daten verwickelter.
Zwei qualitativ verfchiedene Tone find z. B,, wenn fie in einem HAkkord ers
klingen, in einer gewiffen »mufikalifchen« Tonmannigfaltigkeit individuiert,
die weder in der phdnomenologifchen Zeit, nod in irgendeinem prifpatialen
Feld ausgebreitet ift, fondern ein principium individuationis sui generis dar«
ftellt. (Allerdings beftebt in ibr nicht die Mdglichkeit, daB zwei qualitativ
ablolut gleiche Téne in ibr »nebeneinander« [getrennt] auftreten, fondern
zwei in ibr erfcheinende »Ton:-Individuen« miiffen fich entweder nach der Ton=
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bei gefchloffenen Augen (die fog. »Druckphospheme«, das »Hugen«
fchwarz« u. 4.) einerfeits, die Taftempfindungen z. B. beim Auflegen
der Hand andrerfeits (wobei man jedesmal forgfiltig von jeder
Vergegenitindlichung der Sinnesdaten abfehen muf), find Beifpiele
folcher Felder. Sie liegen noch durchaus in der immanenten Sphire
und ftellen fekunddre principia individuationis in diefer Sphére dar.

Das Sebfeld und das Taftfeld find zundchft ganz getrennte
Phinomene, fie find eben diejenigen Mannigfaltigkeiten, in denen
fich die vifuellen bzw. taktuellen Sinnesdaten, fofern fie gleichzeitig
find, nebeneinander ausbreiten. Es liegt in einem vereinzelten und
von allem »befeelenden« Huffaffungsfinn entbléften vifuellen Datum
noch gar nichts, was es mit einem ebenfolchen Taftdatum in Be-
ziehung fetien konnte, — aufler der Relation der Gleichzeitigkeit.
Die Beziehung beider aufeinander feft fchon die HApperzeption eines
identifchen Gegenftandsfinnes voraus, der feine vifuelle und taktuelle
Ericheinungsweife hat. Freilich ift uns ein folcher Buffaffungs-
finn devartig natiiclich und geldufig, daf} es einer in gewiffem Sinne
febr kiinftlichen HAbftraktion und Aufldéfung dev Auffaffungs-Struktur
bedarf, um zu dem echten phinomenologifchen Begriff der Emp-
findung zu gelangen. Hber, wie fchon gefagt, in den fubjektiven
Ericheinungen des »Gefichtsfeldes« wird deffen »Feld-Chavakter«
(der mit eigentlicher Rdumlichkeit oder etwa einer Fldche im Raum
noch gar nichts zu tun hat) beinahe unverhiillt fichtbar,

Die Frage, weldher Sinn fiiv die Raumkontftitution fundamentaler
fei, der Taft~ oder der Gefichtsfinn, mufl wobl zugunften des erften
entichieden werden. Dafiiv fpricht vor allem die Tatfache, dafl auch
filr den Blinden fich Rdumlichkeit konftituiert, welche Tatfache allet-
dings erft phanomenologiich interpretiert werden muf. (Das Auge
kann man »zumachen«, den Taftfinn nicht. Fiic den Sehenden find
aber beim Taften mit gefchloffenen Hugen gewiffe vifuelle Empfin.
dungen gewiffermafien »mitwahrvgenommens« [dhnlich wie taktuelle
beim Anfeben von Stoffen u. dgl]; nur fiiv den von Geburt Blinden

bdbe oder nach der Klangfarbe untericheiden. Auch kommt es in ibr in
weitgehendem Mafle zu Verfchmelzungsphénomenen, die die Differenzievtheit
der Individuen beeintrachtigen.) Von diefer »mulfikalifchen« Mannigfaltigkeit
ift das »Gebdt-Richtungsfeld« wobl zu untericheiden, in dem fich qualitativ
villig gleiche Téne nach der verichiedenen (quafivdiumlichen) »Richtunge«, aus
der fie berzukommen fcheinen, individuieren. Natiirlich bandelt es fich dabei
auf der Sinnesfeldftufe noch nicht um wirklich als folche apperzipierte »Rich-
tungen«, fondern um diejenigen Mannigfaltigkeitscharaktere des Hyletifchen,
auf Grund deven es dann im Verlaufe der Konftitution des »orientierten«
Raumes zur Apperzeption der Richtungen kommt,
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fcheint eine »veine« Taftgegebenheit mdglich.) Eine wichtige Frage
in diefem Zufammenbang ift ferner, worin phdnomenologifch die
Tatfache griindet, daBl der Taftfinn ein »Nabfinn«, der Gefichtsfinn
ein »Fernfinn« ift. Dies hdngt mit dem Problem der Leibkonftitution
zufammen. Dariiber wird noch zu fprechen fein. (Siebe unter 2.)

Das Sebfeld ift ein zweidimenfionales Kontinuum ohne fcharfe
Grenzen. Die Zweidimenfionalitdt it durch die Teilung duvch einen
in fich zuriicklaufenden Fldchenftreifen (z. B. Kreisring) erweisbar.
(Helmbholg, f. 0. S. 428.) Die im Sebfeld auftretenden »Figurene
find durchaus immanente Phanomene, fie find nur in dem primitiven
Sinne der Urintentionalitdt (als urimpreffional » Gehabtes«) ich-fremd.

Es gibt im Sebfeld Verdnderungen, aber noch keine »Be-
wegungen«. Eine Bewegung ift ndmlich dadurch dharakterifiert,
daBl die durdh fie bervorgerufene Verdnderung durch f{ubjektive
»Bewegung« (Kinifthefe) riickgdngig gemacht werden kann. Da es
nun im Sebfeld noch keine Kinidfthefe gibt, fo gibt es auch keine
durch fie charakterifiercbare Bewegung. Jedodh gibt es fozufagen
eine Vorform der Bewegung. Denn es kommen im Sebfeld f{chon
gewiffe anfchauliche Gleichheiten vor. Das »Stellenfyftem« des
optifchen Feldes (d. h. das primitivite Ovientievrungsfyftem Mitte —
Rand) enthidlt berveits Relationsgleichheiten (gleiche »HAbftinde« im
primitiviten Sinn) zwifchen feinen Elementen. In diefem Relations-
fyftem liegen berveits die Grundlagen der Geometrie dev Ebene.
(Definition des Kreifes; bekanntlich geniigt das zum Hufbau der
Elementargeometrie nach Mafcheroni). Hllerdings taucht bier
fofort das Limesproblem auf, das wir im III. Abfchnitt behandeln
werden. Man kann nun offenbar auf Grund der finnlichen Gleichbeit
»finnliche« Kongruenz (etwa eines Dreiecks durch Gleichheit der drei
entfprechenden Seiten) definieten und folche Vevdnderungen, bei
denen die verdnderten Figuren mit fich kongruent bleiben (kongruente
Verpflanzungen), »Bewegungen« nennen. Diefe sfinnlichen« Be-
wegungen find aber nicht notwendig identifch mit den duvch Kind-
fthefe chavakterifierten.?)

Die Frage, weshalb das Sebfeld gerade zweidimenfional ift, ob
dies eine kontingente oder tranfzendental verftehbare Eigentiimlich~
keit ift, icheint uns finnvoll, wenn auch noch ungelsft.')

Das vom Sehfeld im Voritehenden Gefagte 1dft fich in allen
wefentlichen Punkten auf das Taftfeld (und wobl auch auf das Gehdt-
Richtungsfeld) iibertragen.

1) Beide Probleme wetrden im II. Teil ausfiibrlich erdrtert wevden.
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2. Organ - Bewegungsfelder (prifpatiale Felder 2. Stufe; bef. das Hugen:
bewegungsfeld und das Bewegungsfeld der Taftorgane).

Wit erheben uns zur erften konftitutiven Stufe der Riumlichkeit
(die noch nicht den Raum evveicht, vielmebhr noch »vorrdumliche,
»prifpatial« ift), zu den Organ.Bewegungsfeldern, mittels der
Kindfthefe.

Dariiber miiffen wir nun nochmals etwas ausfiihrlicher bandeln. —
Wollte man den Husdruck »Kinifthefe« einfach mit »Bewegungs-
empfindung« iiberfeien, fo wiirde man der Eigenart des damit
gemeinten Phdnomens nicht gevecht werden. Die kindfthetifchen
Daten, d. h. die byletifchen, jeder noetifchen » Befeelung« entbehrenden
Elemente, die die Grundlage des Bewufitieins des »Ich bewege« (z. B.
die Hand oder das Huge) bilden, find keine eigentlichen Empfindungen,
wie die vifuellen oder taktuellen Sinnesdaten. Sie find insbefondere
keine fpezififchen Taftdaten. Sondern fie haben an fich eine eigen-
tiimlich »fubjektive« Fdrbung, die im Gegenfaty fteht zu det primitiven
»Ichfremdbeit« des urimpreffional Empfundenen. Sie bilden ferner
keine quafiextenfive Mannigfaltigkeit, kein »Feld«, wie die Sinnes.
daten. Sie begleiten den Ubergang von einem Datum zum anderen
mit dem eigentiimlichen Bewufitfein der »fubjektiven« Betdtigung.
Genauer gefagt verhilt fich die Sadhe fo: Das Sebhfeld z. B. befteht
evitens aus einem gewiffen Schema der Orientierung, einem
préfpatialen »Stellenfyftem«, das fich immer gleichbleibt; vobh be-
fchrieben: aus einem kreisfdtmigen unicharf begrenzten Feld mit
einem ausgezeichneten Mittelpunkt.!) Z weit e nsaus demwechfelnden
qualitativen Inbalt diefes »Stellenfyftems«, aus feiner farbigen »Fiille«,
Der Wedhfel diefer Fiille kann ganz unabbdngig von »mive fiiv fich
ablaufen, widhrend ich ihm vein palfiv zufchaue; - oder er kann
mit dem nicht weiter befchreibbaren Bewufitiein des »Ich bewege«
verkniipft fein. Im erften Fall »bewegt fich« etwas an mir vorbei,
im zweiten »bewege ich mich« an ihm vorbei. In beiden Fillen evwichft
das Bewufitfein der Unabhidngigkeit der Feldfiguren von »mive.
Befonders wichtig ift aber der zweite Fall: denn die Verdnderungen
die die »Feldfigur« etleidet, find bhier, wie aus dem Phidnomen
felbft ohne weiteres deutlich wird, meiner eigenen Betdtigung zu.
zufchreiben. Im ecften Fall dagegen ift zundchit zweifelbaft, ob die
Figur fich felbft verdndert, oder ob fich nur ibre Orientierung zu mic
gedndert hat. Wenn nun die Verdnderung der Figur durch eine Ich-Be-
wegung (z. B. Augenbewegung) riickgiingig gemacht werden kann, ift

1) Das ift eigentlich nur ein bildlicher Ausdruck, von Figuren innecbalb
des Feldes hergenommen.
Huffevl, Jabrbuch f. Philofophie VI 29
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entichieden, daf fie nur eine Orientierungsidnderung, d. b. eine Be-
wegung (q00¢) der Figur war, ohne Deformation oder qualitativen
Wandel. Es ift z. B. die Regel, daBl eine Figur bei der »Bewegung«
nach dem Rand zu undeutlich wird und fich auch fonft finnlich
andert. Ebenfo, daf ich Randfiguren durch eine geeignete Hugen-
bewegung in den Mittelpunkt des Gefichtsfeldes bringen kann, wo-
bei fie fich verdeutlichen. Man muf alfo wobl untericheiden die
vein »finnliche« kongruente Verpflanzung und die »okulomotorifche«
Bewegung. Was bei der eriten Transformation invariant bleibt,
ift die »finnliche« Figur, die pridfpatiale Figur evf{te v Stufe; was
bei der zweiten fich identifdh durvchbilt, ift die »okulomotorifche«
Figur, die prifpatiale Figur zweitetr Stufe.

In den befchriebenen Phinomenen zeigt fich eine erfte Stufe dev
»Tranfzendenz«. — Wir miiffen auf das Sovgfiltigfte die verichiedenen
Stufen der »Objektivitit« untericheiden:

Die primitivite und niedrigfte Stufe ftellen die Feldfiguren
der Sinnesfelder dar. Sie haben ihre »Objektivitit« einerfeits aus
der intentionalen Struktur der Urimpreffion, andrerfeits aus ibrer
Konftitution im urfpviinglichen Zeitbewufitfein (fieche §§ 4, 5). Die
zweite Stufe wird gebildet duvch die »okulomotorifchen« Figuren
(prdfpatialen Figuren der zweiten Stufe). Sie konftituieven fich
durch Kinifthefe in der befchriebenen Art.') Indem fie im Wechfel
der u. U. willkiiclichen Orvientierung (jedenfalls im Prinzip immer
willkiivlich zu dndernden und 2zu ibhrer friiberen Lage zuriickzu.
bringenden Ovientierung) fich als eine mit fich identifche Sinneinbeit
erweifen, ecvveichen fie eine gewiffe Tranfzendenz, eine Ich-Unab-
bidngigkeit dadurch, daf fie von ibrer zufilligen Ericheinungsweife,
die fie in einevr beftimmten Orientierung zu mirc zeigen, loskommen.
Man kénnte dies als »Prvd-Tranfzendenz« bezeichnen. Denn die
eigentliche Tranfzendenz liegt noch eine Stufe bhdéher, auf der
dritten Stufe. Hudb die Figuren des okulomotorifchen Feldes find noch
préfpatial, fie find noch keine eigentlichen Raumfiguren. Denn audh
das prifpatiale Feld zweiter Stufe enthidlt noch keinen »Orvt« fiiv
das »Ich«; das Subjekt ift noch nicht in ibm vermdge feines Leibes
lokalifiert. Und dies ift das eigentliche Charakteriftikum des Raumes
gegeniiber den prifpatialen Strukturen, daB er ein univerielles prin.

1) Man beadhte: die Konftitution der »Objekte erfter Stufe« im urfpriing-
lichen Zeitbewufitfein erfolgt nicht durch Kiniéfthefe oder ein Analogon dazu,
fondern durch den zwangsldufigen Zeitflu}, in dem alles gleichfam nach einem
ewigen Schickfalsgefety von der Gegenwart immer tiefer in die Vergangen-
beit binabfinkt.
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cipium individuationis ift, in das auch die Subjekte durch Vermitt.
lung ibrer Leiber mit eingehen (f. u. unter B). —

Wir exemplifizierten bisher nur an den optifchen Feldern. In
vieler Hinficht analog ift es bei den Taftfeldern, dem Taftfinnesfeld
und dem Taftorgan-Bewegungsfeld. Es gibt aber audh eine Reihe
wichtiger Unterfchiede, auf die wir Kkurz eingeben miiffen: Vor
allem beftebt (zum mindeften) eine eindeutige Deckung zwifchen
beftimmten Taftdaten und beftimmten kinafthetifchen Daten. Das ift det
vichtige Kern der Lehre von den »Bewegungsempfindungen«. Nicht
nur die »Lage« dev Leibglieder ift kindfthetifch und taktuell gekenn.
zeichnet, fondern audh die Gefchwindigkeit und Befchleunigung ibrer
Bewegung. An devartigen Taftempfindungen kdnnen weiterhin »Emp-
findungsgefiible«, Luft und Schmerz (byletifcher, nicht intentionaler
Art) gegeben fein, ferner »Spannungsempfindungen« u. dgl., die
Anla zu ftrebungsartigen Tendenzen geben. Dies alles enthilt
wichtige phanomenologifche Probleme, die hier nicht zu erdrtern
find. Jedenfalls ift klar, dafl diefe ganze gefiiblsmédBige und tenden-
zidfe Schicht an Taftdaten und nur an diefe gekniipft ift.!)

Wichtig fiir uns ift aber die ndbhere Betrachtung der Hugen-
bewegungen. Die natiirlichen Bewegungen der Augen bei Normalen
find von Taftempfindungen begleitet. Das Auge ift nicht ein veines
Sehorgan, fondern zugleich ein taft- und fchmerzempfindliches beweg-
liches Leibglied. Darvaus ift auch verftandlich, dafl wir Schmerz »im:
Auge« empfinden kénnen. Huch eine fchmerzhafte Blendung durdh
grelles Licht »fiiblt« man im Huge, nicht an den vifuellen Empfin.
dungen im Sebfeld. — Man kann fich aber das Huge unemp-
findlich (etwa kiinftlich anifthetiich gemadht), aber doch beweglich
denken. Dann ift die die Kinifthefe begleitende Taftempfindung vev-
fchwunden, aber die Kinifthefe felbft beftebt natiirlich weiter fort.
Jetit ift nur noch das optifche Ovientierungsfeld (Mittelpunkt — Peri-
pherie) willkiivlich beweglich. Das Huge ift gewiffermafien der
Koérperlichkeit entkleidet; es ift zu einem quafi »immateriellen« Ovrgan
der Blickwendung gewotrden. Wir fprechen alfo bier beffer nicht
mebr von sHugenbewegungen«, fondern von »Blickbewegungen«
und dement{prechend von einem »Blickbewegungsfeld«, als vein op-
tifchem priéfpatialen Feld zweiter Stufe. —

Um den Unterichied zwifchen »Nabhfinn« und »Fernfinn« aufzu.
kldven, der auch mit den beichriebenen Phinomenen eng zufammen-

1) Das driidkt fich in der Sprache dadurch aus, daff man Taftempfindungen
oft »Gefiible«, taften »fiiblen« nennt,
29"
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biangt, ift es unumginglich notwendig, das Problem der Leib-
konftitution kurz zur Sprache zu bringen.

Der (menichliche) Leib ift als Phdnomen fiir das Bewuftfein
primidvr gegeben als eine Leiftungseinbeit von verwickelter
Struktur. Ev ift einerfeits die Sphdre der kinifthetifchen Verfiig-
backeit fiir den Willen (eine »Handlung« befteht leglich aus Bewe-
gungen des Leibes), andverfeits die Sphdre der Sinnesempfindungen
und der Empfindungsgefiible (Schmerz, Luft, von rein »finnlicher«
Art) und der »kdvperlichen« Triebregungen. Hls Leiftungseinbeit
ift der Leib »von innen« gegeben, als einzigartiges Pbdnomen,
nicht etwa als ein Ding unter anderen Dingen. Hls ein materielles
Ding Kkonftituiect er fich erft auf Grund der fogenannten »Doppel-
empfindungen«, die fiir den Taftfinn entftehen, wenn ein Leibglied
eine andere Leibftelle beritbrt. Man kann z. B. feine Hand einmal
als bewegliches, empfindendes Glied des Leibes »von innen« »fiibhlen«
odev »fpiiten«, andrerfeits mit der anderen Hand »von aufien« ab-
taften. Die zugleich mit diefem Hbtaften in der abgetafteten Hand
felbft exweckten Taftempfindungen geben die Unterlage fiir die lden-
tifizierung des »von auflen« und »von innen« zugleich wahrgenom-
menen Gliedes.

Das Taftempfindungsfeld ift in die urfpriingliche Leiftungseinbeit
des Leibes unmittelbar mit einbezogen. »Diefelben« Glieder, an
denen Taft- und Schmerzempfindungen gefpiitt werden, find be-
weglich ufw.

Anders beim Gefichtsfinn! Das »Sebfeld« gehort nicht in der
gleichen urfpriinglichen Weife zum Leibe. Wobl ift das Auge ein
Leibglied, aber doch nur, infofern es auch taftempfindlich ift; nicht
unmittelbar, fofern es fieht. Wir fehen nicht »ame« oder gar sim«
Auge, fondern »im Sebfeld« feben wir die optifchen Daten »mit
dem Huge«. Dabei befagt diefes »mit« eigentlich nur die Beweglich-
keit des »Blicks«, wie fie foeben im Gegenfaj zur Beweglichkeit
des »Auges« erlautert wurde. Nur der Umftand, daB die Orien-
tierung des Sebfeldes innerhalb der fogleich zu befprechenden »oku-
lomotorifchen Mannigfaltigkeit« willkiiclich varviiert werden kann
(Mdglichkeit der Kinifthefe), verkniipft auch das anifthetifch gemachte
Auge nodh mit dem Leib. Doch gewinnt es damit nicht die Stellung
eines taftenden Gliedes, wie etwa die Hand. — Der Unterichied zwifchen
Auge und Hand tritt auch bei dem (allerdings nur mittels einer
Spiegelvorrichtung oder dgl. einigermafien zu bewerkitelligenden)
Verfuch des gegenfeitigen Betrachtens der beiden Hugen hervor.
Von einer »Doppelempfindung«, wie beim Taftfinn, ift da nichts zu
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mevrken. Das Auge fieht, wird aber nicht fpiirbar gefehen, d. b. es
fpiivt von dem Gefehenwerden nicht das geringfte, wihvend doch
die Hand ibr Betaftetwerden unmittelbar fiiblt. (Die Hrgumente,
die man aus »Doppelempfindungen« bzw. ibrem Feblen u. dgl. ziehen
kann, find allerdings nicht unbefchrénkt tranfzendental giiltig, fondern
nuv fiiv diejenigen pfychopbyfifchen Wefen, die Glieder befigen,
mit denen fie andeve Leibftellen beriihren kdénnen.)

Somit kann man den »Nabfinn« daduvch charakterifieren, daf
» Nahfinnsfelder« unmittelbar in die Leiftungseinbeit des Leibes hinein.
gehdren, dafl fomit ihvre Daten unmittelbar »am« Leibe lokalifiert
find. »Fevnfinnsfelder« dagegen ftehen ganz auflerhalb der urfpriing-
lichen Leiftungseinbeit des Leibes und find mit ibr nur durch die
Moglichkeit der Kindfthefe, d. h. daduvch, daB fie — getrennt und
neben allen »Gliedern« — zuvr Sphidve der Verfiigbarkeit des wol-
lenden Ich gehdren, in eigentiimlich lofex Weife verbunden.!) — -

Wir miiffen nun noch kurz auf die Felder zweiter Stufe als
Ganze eingeben. Charvakteriftifch ift fiir das okulomotorifche Feld
vor allem, daf} es nicht principium individuatonis gleichzeitiger orvi-
gindr gegebener Empfindungsdaten mebr ift, fondern daB es audh
Daten enthilt, die nicht origindr find oder zum Teil origindr find und
zum Teil nicht. Es ift gewiffermafien die Mannigfaltigkeit der Daten,
die in das Gefichtsfeld vermbge der Hugenbewegung eintreten kdnnen.
Es entfteht durch eine HArt »Erweiterung« des Sebfeldes; genauer
gefagt daduvch, dafl das Orvientierungsfchema »wandert«. Bei Blick-
bewegungen bleibt das Schema felbft konftant, nur die es ausfiillenden
Sinnesdaten treten vom Rande her auf der einen Seite in es binein
und dridngen zugleich auf der entgegengefeiten Seite andere Daten
hinaus, fo wie am Ofthimmel Sterne aufgeben und andeve dafiit
im Weften untergeben. Da aber diefer Vorgang von dem kinif-
thetifchen Bewufitfein begleitet wird, wird er aufgefafit als »meine«
Bewegung gegeniiber der prifpatialen Mannigfaltigkeit zweiter Stufe.
Es ift fo, wie wenn man mit einem Scheinwerfer eine dunkle Land-
fchaft oder das Meer ableuchtet: der Lichtkegel bleibt immer derfelbe
und in ihn treten an der »Vorderfeite« der Bewegung Gegenftinde
ein und entfprechend an der Riickfeite aus; troydem wiffen wir, dafl

1) Vgl iiber das Problem der Leibgegebenbeit die (mit unferer Huf:
faffung allerdings nur zum Teil iibereinftimmenden) Ausfiibrungen Schelers
(diefes Jabrbuch, Bd. I, S. 272 ff.); — fiir das Problem von »Nah. und Fern-
finn« die umfangreichen Hnalyfen iiber »Empfindungsgegebenbeit« und »Er-
fcheinungsgegebenbeit« von Hedwig Convad-Martius (diefes Jabr-
buch, Bd. 1II, S. 397 ff.).
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der Lichtkegel fich bewegt und eine in ihrer Gefamtheit vorhandene
Land({chaft nur Stiick fiiv Stiick ableuchtet. So bewegt fich auch das
optifche Ovientierungsichema iiber die okulomotorifche Mannigfaltigkeit
bin. — Aus dem vorftehenden gebt nicht bervor, daf diefe Mannigfaltig-
keit in fich zuviicklduft (sgefchloffen ift«). Dies ift bekanntermafen
faktifch fo; ein phdnomenologiich-tranfzendentales Verftindnis dafiic
gewinnen wir ecxft auf der nichiten konftitutiven Stufe, dem orien-
tiecten Raum, fofern diefer ndmlich ein Zentrum allfeitig umgibt.

Das Gefagte 1dBt fich auf gewiffe Taftfelder zweiter Stufe fofort
iibertragen; z. B. auf das Taftbewegungsfeld der Hand. Dagegen
weift das Gefamt-Sinnesfeld des Taftfinnes (die gefamte »Haut« des
Leibes) {chwierige, bier nicht zu erdrternde Verhiltniffe auf. Ebenfo
fpielt die Deckung von Taftfinnesfeldern eine wichtige Rolle (z, B.
wenn ich meine Hand auf meine Bruft lege). AIl dies wiirde hier
zu weit fithren. —

B. Der orientierte Raum,

Wir verftehen unter dem sorvientierten Raum« den Umwelts-
vaum des einzelnen; alfo jenes Gebilde, in deffen Mittelpunkt »iche«
mich ftindig befinde und deffen duferite (verwafchene) Grenze der
»Fernhorvizont« (das »Himmelsgewdlbe« etwa) ift. Ich kann im ovien-
tiecten Raum nicht swandern«, vielmebhr nehme ich ibn in ganz
analoger Weife wie das »Stellenfyftem« des Gefichtsfeldes immer
mit. Sein Hauptmerkmal ift, daB in ihm der Leib des Ich konfti-
tuiert ift als vdumliches Gebilde und als, wenn auch ausgezeichnetes,
Objekt unter anderen Objekten feine Stelle in ibm bat. Diefe Ruf-
faffung des eigenen Leibes als eines Objekts neben andeven (durch
die »Aufenwabrnehmung« des Leibes) ift wobl nur mdglich ent-
weder auf Grund von »Doppelempfindungen« (durch den Nabfinn)
oder durch den »Ferniinn« (Sehen im Spiegel u. dgl.). Ob ein
gliedlofes, blindes Tier feinen eigenen Leib als Objekt unter andevren
Objekten (mateviellen Dingen) haben kann, ift zu bezweifeln. HAber
audh in diefem Falle — wie auc in dem wenigftens denkmdglichen
Falle des veinen »Hugentieves« (Punktauge) — ift jedenfalls als
Orientierungszenttum ein Punkt im Raum, wo das Tier fich be-
findet, gegeben. Sowobl taktuell wie vifuell ift die Stelle des ovien-
tierten Raumes, an weldher fich der Leib befindet, ganz befonders
vor allen andeven ausgezeichnet. Sie ift das abfolute »Hier« im
Gegenfaty zu jedem s»Dort«. Ebenfo ift die Entfernung von smire
wefentlich etwas andeves als die Entfernung zweier Gegenftinde
voneinander.
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Der Umftand, dafl das »Ich« vevmittels feines Leibes eine Stelle
im orientierten Raum einnimmt, ift vecht eigentlich das, was ihn
zum »Raum« madht, im Gegenfay zu den im vorigen befprochenen
»vortdumlichen« (pridfpatialen) Mannigfaltigkeiten. Eng damit zu-
fammen bidngt feine zweite Eigentiimlichkeit, daf er ein allen Sinnen
gemeinfames principium individuationis ift. Das, was fich in ibm
individuiert, find Kkeine »Daten« mebhr, auch keine prifpatialen
Figuren mebr, fondern Dinge. Diefe find Sinneinbeiten, die fich
aus vifuellen und taktuellen »Ervicheinungen« zum mindeften kon-
ftituieten konnen. Wir kdnnen identifch dasfelbe Ding u. U. be-
taften und feben.

Treofidem ift es mdglich, durch Abftraktion von der Deckungs-
moglichkeit mit Taftdaten und fich darauf aufbauenden taktuellen »Et-
fcheinungen« einen vein optifchen ovientierten Raum (der meift
»Sehraum« genannt wird, obwobl diefe Bezeichnung nicht immer
eindeutig definiert wird) zu unterfuchen. Der vein taktuelle Raum
ift, wie das Beifpiel des Blinden zeigt, obne irgendwelche Hb-
ftraktion ganz konkvet mdglich. (Beim veinen Sebraum ift das zu
bezweifeln.) ')

Uber den Proze der Konftitution des orvientierten Raumes
miiffen wir uns an diefer Stelle fehr kurz faffen. — Es ift zu untev-
fcheiden zwifchen der optifchen und der taktuellen Raumfchicht. Der
Sehraum Kkonftituiert fich aus dem okulomotorifichen Feld durch die
Umdeutung einer gewiffen Qualitdt feiner Elemente, devr fog. »Sebh-
tiefe«, in eine dritte Raumdimenfion, die mit den beiden im Felde
ausgebreiteten Dimenfionen eine im wefentlichen homogene drei-
dimenfionale Mannigfaltigkeit bildet. Ibhre eigentliche Begriindung
findet diefe Umdeutung durch die Kinifthefe, ganz ebenfo wie bei
der Konftitution des okulomotorifchen Feldes aus dem Sebhfeld. Es
ergibt fich ndmlich eine Gruppe von Vevdnderungen der okulomo-
tovifchen Figuren, die nicht durch Hugenbewegungen, aber Be-
wegungen andever Art (auf die wir bier nicht eingehen kdnnen)
kompenfiert werden kdnnen. Diefe Verdnderungen laffen fich fo
als gewiffe Bewegungen, ndmlich »Drehungen«, in einer dvei-
dimenfionalen auf einen Mittelpunkt hin orvientierten Mannigfaltig-
keit interpretieven. Die fo variablen okulomotorifchen Figuren et-
weifen fich als die Afpekte eines fich in diefen »Drebungen« duvch-

1) Niemals aber kdnnen Seh- und Taftraum, wenn fie beide vorbanden
find, voneinander ganz getrennt fein, wie Tafts und Sebfeld (1. u. 2, Stufe);
fondern fie bezieben fich dann immer als abftrakte Momente auf einen
identifchen orientierten Raum.
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baltenden »Dinges«, das wir (nach H. Hofmann) als »Sehding« oder
als »Skiagrapb« bezeichnen.!) So lange ein folches »Skiagraph« fich
nur dveht, dndecrt es nicht wefentlich feine Entfernung von mir.
Es find nun auch andere Bewegungen denkbar auf mich zu und von
mic weg. Diefe find aber nicht kindftbetiich kompenfierbar, denn
ich bin ja im Mittelpunkt des orientierten Raumes feftgenagelt. Wobhl
aber find fie definierbar als »finnlidh« kongruente Verpflanzungen.?)
Z. B. dndert eine Perfon, die bis an die Tiir des Zimmers gebt, im
allgemeinen ibre »Sehgréfie« nicht, d. b. fie vollfiibrt eine »fkiagraphifch
ftacve« Bewegung.’) Dies féllt aber nicht immer zufammen mit
einer im gewdbnlichen Sinn ftatvren Bewegung (die wir unter C
definieren werden); eine fich ndbernde Lokomotive »widchit« z. B.
betrachtlich vor unferen Augen. — Auf die fich hier der Einzelforichung
erdffnenden Probleme kdénnen wir nicht eingehen. — —

Die Konftitution des orvientierten Taftraums ift von der des
optifchen Raumes wefentlich verfchieden. Die Elemente der pri-
fpatialen Taftmannigfaltigkeit zweiter Stufe kdnnen nicht »auf Tiefe«
umgedeutet werden, wie die vifuellen Daten. Denn die Méglich-
keit einer folchen Umdeutung berubt beim Gefichtsfinn davauf, dafl
ein vifuelles Datum vom taft- und fchmerzempfindenden Leibe »ge-
trennt« ift, an fich noch gar keine Lokalifation in bezug auf den
Leib hat und diefe dabher nodh frei zugewiefen evhalten kann. Da-
gegen kleben die Taftdaten immer am Leibe, fei es an feiner Ober-
fliche, fei es in feinem Innevn.

Die Konftitution des orientierten Taftraumes vollziebt fich mittels

der Gliederbewegungen, vor allem durch diejenigen unter ihnen,
die die Glieder vom Rumpf entfernen oder fie ihm nahern. Dabei

1) Die Terminologie bietet bier einige Schwierigkeiten: »Sehding« wird
von Hering in weiterem Sinne gebraucht, Hofmann fet es dem »vifus
ellen Sinnending« oder »Phantom« entgegen. »Skiagrvaph« ift von der
platonifchen Bezeichnung fiiv perfpektivifche Malevei »oxu«ypuqice herge:
nommen (fiehe Staat X, 602D), in der doch entfernte materielle Dinge als
Klein »erfcheinen«; diefe perfpektivifchen »Erfcheinungen« find die Skiagrapben.
— Hufferl verwendet den Husdruck »Entfernungsding«, der aber leicht zu
Mifverftindniffen fiibrt.

2) Dies bat feine Schwierigkeiten. Denn nicht etwa find die den »finn-
lich« gleichen Skiagraphen als Afpekte entfprechenden Sinnesfeldfiguren, wenn
man von der dariiber gebauten Hpperzeption fich losmacht, im primitiverr
Sinne finnlich gleich. (Vgl. H. Hofmann, »lUber den Empfindungsbegriff«,
S. 67—69). — Wir wevrden auf das Problem im 1l Teil zuriickkommen.

3) Vgl. Stumpf, Uber den pfychologifchen Uriprung der Raumvorftellung.
Leipzig 1873. 8. 207.
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ift aber fo eine Bewegung wie das’Gebhen, bei dem durch eine
thythmifch wiederholte Gliedbewegung eine ftindige Fortbewegung
in einer Ricdhtung erzielt wird, auszufchalten. Das »Gehen« fpielt
ecft bei der Konftitution des »homogenen Raumes« eine Rolle. Ein
piychophylifches Wefen ohne Glieder, etwa ein kugelfdrmiges, vein
taktuell organifiertes Tier wire nicht zur Konftitution eines orientiecten
Raumes fihig. Im Aufbau feiner Rdumlichkeit wiirde auf fein »Haut-
bewegungsfeld« fogleich der homogene Raum folgen. — Durch die
mannigfachen mdglichen Gliederbewegungen entftehen vieldimen.
fionale Mannigfaltigkeiten (entfprechend der HAnzahl der »Freibeits-
grade« des durch die Glieder beftimmten kinematifchen Syftems),
die fich aber durch Deckung und gegenfeitige Koppelung fchliefilich
auf dvei vreduzieren.') Die zentrale Lage des Rumpfes bringt auch hier
ein »hiet«, wo »ich« gleichfam »wohne«, und eine zentrale Ovientiert-
beit um einen Mittelpunkt herum hetrvor. Dies im einzelnen zu vet-
folgen ift eine verwickelte und nicht leichte Hufgabe, die wir hiet
nicht 16fen kénnen. — Der »orientierte« Taftraum veicht fo weit, als
meine Glieder rveichen. Hllenfalls kann ich ibn duvch Taften mit
Stdcken und dgl. exweitern. (Das fiibrt wieder auf eigene Probleme.) —

Damit miiffen wir unfere Bemerkungen iiber den orvientierten
Raum abbrechen. Unerdctert laffen wir u. a. auch die Frage, wie
fih durch »sDeckung« der Taft- und Seh-Dinge die eigentlichen
»Dinge« im orvientierten Raum bilden.?) -

C. Der hbomogene (unbegrenzte) Raum,

Der »homogene« Raum ift der Raum unferer Naturwiffenfchaft,
wenigftens auf der anfchaulichen Stufe der befchreibenden Wifien-
fchaften, und auch im wefentlichen der »klaffifchen Phyfik« Newtons
und feiner Nachfolger. (Wit ignorieren hier den Unterichied zwifchen
morphologifhem und exaktem Raum.) — Der homogene Raum vert-
bédlt fich zum orvientierten wie das okulomotorifche Feld zum
Sebfeld. Durch Eigenbewegungen (»Gehen«)?) »erweitern« wir den

1) Mathematifch lauft das auf die Einfiibrung von Bedingungsgleichungen
binaus, die die Anzahl der unabbingigen Variablen vermindern.

2) Wie auch das Gebhdr u. U. einen ovientierten Raum bervorbringen
kann, ift von W. Schapp in feinen »Beitrdgen zur Phdnomenologie der
Wabrnebmung« Halle 1910 (S. 26ff.) anfprechend gefchildert worden.

3) Es ift ein Problem fiir fich, zu zeigen, wie aus den periodifch:rhytb-
mifchen Gebbewegungen eine fortichreitende Bewegung fich bildet. — Jeden-
falls ift es gerade die Periodizitdt der rbytbmifchen Gebbewegung, die ver-
mbge ibrer unbegrenzten Wiederholbarkeit das unbegrenzte »Hineingehen«
in die Tiefe des Raumes ermdglicht.
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ovientierten Raum in ganz derfelben Weife wie das Sehfeld durch
Hugenbewegungen (bzw. Kopfbewegungen). Dadurch werden die
undeutlichen »fernen« Raumdinge in deutliche Ndhe gebracht. Hier
faffen wir alfo Dinge als identifche auf, wihvend ihve »Skiagraphen«
wedhfeln, d. h. fcheinbar »fchwellen« oder «ichrumpfen«. Das Kri-
terium dafiir, dafl jene fcheinbaren »fkiagraphifchen« Verdnderungen
»ftavrvre« Bewegungen darftellen, ift wiederum die Kinifthefe. Duvrch
das kinifthetifch charvakterifierbare »Wandern« in den Horizont hinein
kann man jene Vevidnderungen vollftindig riickgdngig madhen.

Das Hineingeben in den Fernhorizont ift begleitet von einem
Deutlicherwerden und Sich-Entwirren der Gegenftinde, auf die man
fih zubewegt. Wir fagen, man geht gleichzeitig in einen »Innen-
borizont« binein. Eine glatte Fliche entpuppt fich z. B. als raub,
eine gleichmiBig gefdrbte als fleckig; allgemein: das Undiffevenzierte
differenziert fich, eine homogen fcheinende Maffe legt fich in eine
Fiille eigentiimlich charakterifierter Einzelheiten auseinander. Wit
baben denfelben Vorgang, den wir beim Telefkop und Mikrofkop
als »Aufldfung« des Objekts bezeichnen. (So fpricht man von dem
» Aufléfungsvermdgen« eines beftimmten Inftrumentes.) In der Tat
leiften Telefkop und Mikrofkop auch nichts andeves als eine folche
Entwirrung, wie fie die Anndberung zuftande bringt; — nur daf
freilich die Kontinuitdt zwifchen dem Hfpekt mit unbewaffnetem Huge
und dem durch das Inftrument nicht ebenfo gewabhrt bleibt, wie bei
einer wirklichen ftetigen Anndberung an das Obijekt.

Ebenfo wie die Orientiertheit des Sebfeldes um einen Mittel-
punkt mit der »Erweiterung« zum okulomotorifchen Feld verichwindet
und einer homogenen Struktur Plat madt, ebenfo verliert fich die
Orvientierung um ein Zentrum bei dem durch das Wandern in den
Fernhovizont erfolgenden Erweitern des orvientierten Raumes zum
shomogenen«. Von diefem Feblen jedes ausgezeichneten Punktes
hat er ja gevade feinen Namen. Nur ift diefes Vortkommnis jett
von ungleich gréfierer Bedeutung als bei den prifpatialen Strukturen,
Denn das ausgezeichnete Zentrum des orvientierten Raumes ift der
Ort des »Ich« (bzw. feines Leibes), das abfolute »Hier«. Diefes »Hier«
und »Dort« rvelativiert fich jegt. Der Ich-Leib gewinnt feine volle
Beweglichkeit im Raum; er kann in ibm wandern, im Prinzip un-
begrenzt weit., Das »Hier« wird zum blofien Orientierungsmodus
in bezug auf den Leib. Damit ift aber der Leib (nach feiner materiellen
Seite bin) exft véllig zu einem Ding unter den andeven Naturdingen
geworden. — Daraus ergibt fich noch eine widchtige Konfequenz:
Mein »Ich« kann die Stelle (die Orientierung) eines andeven »Ich«
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einnebhmen. Es kann fih im wortlichften Sinn san die Stelle des
andeven fetien«. Damit wird (foweit die Rdumlichkeit in Frage
kommt) ecine »Einfiihlung« in den andeven mdglich. Ih kann mir
vorftellen, wie »die Welt von feinem Standpunkt aus ausfiebt«. Um-
gekebrt kann man in tranfzendentaler Betrachtungsweife fagen:
Damit fich eine folche »interfubjektive» Welt konftituieven kann, ift
ein Weltraum von der beichriebenen s»kFomogenen« Struktur not-
wendig. — -

Damit wollen wir unfere Uberficht iiber die Raumkonftitution
abichliefen. Hlles Geometrifche im engeren Sinne vermieden wir ab-
fichtlich. Denn das miiffen wir uns ja evft evarbeiten. Jett gehen
wirt zu diefem Problem der eigentlichen »rdumlichen« Geometrie iiber.

Dritter Abfchnitt.

Das Limesproblem in der phbdnomenologifchen
Begriindung der eigentlichen (rdumlichen)
Geometrie.

Vorbemerkung

Es handelt fich in diefem HAbfchnitt davrum, einen befondeven,
aber fehr wichtigen Fall eines anfchaulichen Kontinuums eingehender
zu betrachten, ndmlich den Raum. Wir baben fiivr diefe HAufgabe
feften Boden unter den Fiifilen gewonnen durch die konftitutiven
HAnalyfen des vovrigen Abfchnitts. Wir werden nicht erwarten kdnnen,
daf ein fo verwickelt aus verfchiedenen phanomenologifchen » Schichten«
aufgebautes Gebilde wie der Raum in betreff des Kontinuum. und
Limesproblems eine durch alle feine konftitutiven Momente gleich-
formige HArtung aufweist. Vielmehtr wird jede konftitutive Stufe
des Raumes ihtr eigenes Limesproblem mit fich bringen. —

Wit miiffen ecrftens diejenigen Eigentiimlichkeiten der
Raumlichkeit aufziblen, durch die fie fich von anderen Kontinuis
charakteriftifch untericheidet. Diefe gruppieven fich um den zentralen
Umftand, daB der Raum in feinen verichiedenen Schichten ein
principium individuationis und fernev eine Sphédvre der Gleichzeitigkeit
ift. (8 8.)

Zweitens wevrden wir eine Reibe eigentiimlicher Grund-
pbianomene aufweifen, welche die Exiftenz von geometrifchen »ldeal-
gebilden« in den verfchiedenen Raumfichichten bedingen. In diefen
»Idealgebilden« gewinnt das allgemein verbreitete Limesphdnomen
einen ganz fpezifiichen, fozufagen »prignanten« Gebalt, wie ev in
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keiner andeven Phanomengruppe zutage tritt, wie wir durch Kon.
traftiecung feftftellen kdnnen. (§9.)

Von hier aus werdeu wir dann drittens Licht werfen kénnen
auf das Problem dev Prizifions- und Approximationsgeometrie und
Verwandtes, und es wird uns f{chliellich eine phdnomenologifche
Begriindung der Raumgeometrie im Prinzip gelingen, d. h. wir
werden die Mdglichkeit geometrifcher Axiome und Theorveme auf-
zeigen kdnnen. Huf die Frage nach dem materialen Gebalt jener
Siatte werden wir aber erft im II. Teil eingehen. Nur die Stetig-
keitsaxiome wevrden bei unferer gegenwirtigen Frageftellung ganz
von felbft mit erledigt, indem die nicht-archimedifchen Geometrien
von vornberein ausgefchaltet werden. (§ 10.)

§ 8. Die fpezififche Eigenart der rdumlichen
Kontinuums.

Die Rdaumlichkeit in ihven verichiedenen konftitutiven Stufen
ift dadurch ausgezeichnet vor andeven anfchaulichen Kontinuen, mit
Ausnabme des zeitlichen, daB fie ein principium individuationis
dacftellt. Das befagt, dafl fie ein Medium ift, innecrbalb deffen
»Wiederholung« mdglich ift. In einem qualitativen Kontinuum, wie
z. B. dem der Farben, ift jedes Element von jedem anderen durch
eine fpezifilch andere Nuance des Farbtons, des Sidttigungsgrades,
der Helligkeit unterichieden, bei Zeit und Raum ift dies nicht der
Fall. Die »Befonderung«, die einer Spezies irgendeiner Allgemein-
beitsftufe bis zur lefjten Differenz hinab, bis zur »Nuance«, zuteil
werden kann, ift forgfiltig zu unterfcheiden von der »Vereinzelung«
diefer leiten Differenz in qualitativ identifche, nur noch numerifch
verichiedene Exemplave.!) Die Ausbreitung, Nebeneinanderftellung
diefer Exemplare erfolgt in den principiis individuationis.

In einem gewiffen Sinne ift die Zeit das primitivite diefer
Prinzipien det Individuation. Konftitutiv ift fie jedenfalls die grund-
legende Mannigfaltigkeit. D. b. das in der Zeit Vereinzelte kann
fich feinerfeits noch weiterhin im Raum vereinzeln, der fomit als
fekundidres Individuationsprinzip evicheint. Nicht aber kann das im
Raum Verveinzelte fich zeitlich weiter veveinzeln, wie man vielleicht
zundchft denken konnte. Denn es gibt eine ganze Bewuftfeins-
fchicht, die ibre Stédtte im urfpriinglichen und auch im immanenten
Zeitbewufitfein bat, noch vor der Konftitution des Raumes. Dies
wurde im vorigen Hbichnitt (§8 4 bis 5) ausfiibrlich erSrtert.

1) Die »eidetifche Singularitit« und das »volle Konkretum« ift zu
fcheiden vom »Individuume«. S. Huffer1, »ldeen« § 15,
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Der Raum ift aber (in feinen verichiedenen konftitutiven
Schichten) in einem anderen Sinne trogdem das primitivite Beifpiel
eines nichtqualitativen Kontinuums. Seine Elemente find ndmlich
»zugleich«, gevade vermdge feiner Eigentiimlichkeit, als Ganzes in
jedem Hugenblick dev Zeit vorhanden zu fein. D. h. feine Ele.
mente find fdmtlich origindr gegeben, fie find felbft und leibhaftig
da, nicht irgendwie vergegenwirtigt. Dies macht ibren kontinuiet-
lichen Zufammenhang befonders deutlich und viel anfchaulicher als
den in der Zeit, wo nur jeweils ein Moment »jetzt« ift. Das »Nach-
einander« der Zeit ift ein viel loferer Zufammenbhang als das
»Nebeneinander« des Raumes.?)

Somit koénnen wir die pbdnomenologiichen Schichten der
Rédumlichkeit charakterifieren als principia individuationis, deven
Elemente famtlich fimultan ovrgindr gegeben fein kdnnen und die
deshalb eine befondere Anfchaulichkeit befigen. (Streng genommen
gilt das aber nur fiir die beiden orvientierten Stufen; nicht fiiv die
homogenen.)

§ 9. Die Entftebung der vdumlichen Idealgebilde
durcdh den geometrifchen Grenziibevgang.

Der allgemeine Prozefl der Entftehung der geometrifchen Ge-
bilde (im verallgemeinerten Sinn) aus den morphologifchen durch
die vermittelnde Stufe des Topologifchen bhindurch war im 1. Ab-
fchnitt erdrtert worden. Jegt ift es unfere Aufgabe, die fpezififche
Weife, wie diefer Prvozel im Riaumlichen vor fich gebt, davzuftellen.

Als bervorftechend(ite Ecicheinung treten uns bier Limesgebilde
von ganz eigenartiger Prdgnanz entgegen, die fog- »geometrifchen
Idealgebilde«. Von jeher find fie, wie der »ideale Kreis« und die
»ideale Gerade«, ein bevorzugter Gegenftand philofophifchen Nach-
denkens gewefen. HAn fie baben fich diejenigen geklammert, die fich
iilber die Sinnenwelt erheben wollten (feit Plato); umgekebrt
habenibre Gegner, die EmpiriftenundSenfualiften(feitProtagovras?)
ibve HAngriffe gegen die »teinen« geometrifchen Gebilde gerichtet.
Sie waten es auch, die Kant als Stiise feiner Theorie von den
apriovifchen veinen Hnichauungsformen Raum und Zeit benutzte. —
Der Streit um die geometrifchen Figuven ift auch in neuefter Zeit

1) Die Zeit hat nachNatorp (»die logiichen Grundlagen der exakten
Wiffenfchaften« S. 287 und 291) einen ~dispofitiven«, der Raum einen »koms
pofitiven« Charakter. — Wir wiirden die Husdriicke »disjunktive« (oder) und
»konjunktiv« (und) vorziehen.

2) S. dariiber Aviftoteles, Metapbyfik B2, 997b, 32,
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nicht zur Rube gekommen. Die fachlich bedeutiamfte Erdrterung
gab Felix Klein in feinen bekannten »Vorlefungen iiber die
HAnwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie.
Eine Revifion der Prinzipien«. (Leipzig 1902, autograpbiert.) Dar-
auf werden wir in § 10 noch nidher eingeben.

Das Paradoxon, das den geometrifchen Idealgebilden anzubaften
{cheint, beftebt in folgendem: Ein »Punkt« in einem anfchaulichen
Kontinuum ift niemals {chlicht gegeben, er ift kein smorphologiiches«
Gebilde. Er entfteht (§ 3) durch einen unbegrenzt fortfetgbaren
TeilungsprozeB, genauer ProzeB der Einfchachtelung von Stiicken
des Kontinuums ineinander. Gevade nach der von uns (in § 3)
vertretenen Brouw erfchen HAuffaffung der unendlichen Mengen
gebt es aber nicht an, den unvollendbaren Prozef durch eine HArt
Erichleichung dennoch (durch Statuierung eines »Limes«) zu voll-
enden. Das Kontinuum ift vielmebr ein ewig »werdendes«. Dies
empfanden wir fchon damals als im Widerfpruch ftebhend zu dem
Phdanomen des f{clicht-anfchaulich »gegebenen« Kontinuums. Wit
zogen uns abev aus der Schwiervigkeit, indem wir fagten, der un.
begrenzt fortfebare TeilungsprozeB fei nur ein abftraktes Schema,
um jedweder endlichen Teilungsmdglichkeit gevecht werden zu
kdnnen; konkrete Kontinua feien vielleicht nicht unbegrenzt teilbar
und bhidtten damit audh keine eigentlichen »Punkte« in fich, womit
dann die Eigentiimlichkeit einiger unter ihnen, zu »Unterichieds-
fchwellen« AnlaB zu geben, zufammenbhidngen kdénnte. — Hllein, ab-
gefeben davon, daBl man bei der immanenten phinomenologifchen
Betrachtung mit »Schwellen« im Sinne der »Pfychophyfik« natiiclich
nicht acbeiten darf und man damit vor ganz eigenactige Verhilt-
niffe fich geftellt fieht,') eins ift jedenfalls klar: zu den geometrifchen
Idealgebilden kommt man auf diefe Weife nicht. Denn diefe ftellen
fich dav als fertig in fich abgefchloffene Gebilde. Wie kénnte Kant
fonft auf den Gedanken gekommen fein, fie und ibre Verhiltniffe
der reinen Anfchauung fiiv zugédnglich zu halten?

In diefer Hinficht untecfcheidet fich der Raum deutlich von allen
anderven Mannigfaltigkeiten, vielleicht mit Ausnahme der Zeit. So

1) Diefe Verbiltniffe gaben Berkeley und Hume AnlaB zu ihrer
Theotie der rdumlichen »Minimae«, — An fich ift die Minimum.Theorie #lter
alsBerkeley, z.B.von G.Bruno (»de triplici minimo«) erdrtert worden;
fchliefilich gebt fie auf antike Theorien zuriick (vgl. Pfeudo-Ariftoteles,
de lineis insecabilibus ufw.). HAber Berkeley (»Theory of vifion«) und
Hume (Treatise, Boock I, Part II, Sect. 1—5) bhaben das Problem zuerft
in die imanenten Eigentiimlichkeiten der Phdnomene verlegt.
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bat noch niemand die Exiftenz von Punkten als Idealgebilde im Ton-
oder Farbenkontinuum bebauptet. Beim Raum bingegen finden die
meiften diefe Exiftenz felbftverftandlich.

Wir werden alfo vor folgende beiden Fragen geftelit:

1. Wie untericheidet fich der Raum hinfichtlich feiner Teilbarkeit
von anderven Kontinuen?

II. Wie unterfcheiden fich die einzelnen konftitutiven Schichten
des Raumes unteveinander in jener Hinficht?

Um diefe Fragen zu beantworten und das Problem der vdum.
lichen Idealgebilde wicklich zu faffen, diitfen wiv nicht bei dem all-
gemeinen Pbhinomen »Rdumlichkeit« ftehen bleiben. Wit miiffen
vielmebhr auf die einzelnen phanomenologifchen Raumftufen eingeben
und die Phdnomene in jeder einzelnen konftitutiven »Sdhicht« ge-
fondert betrachten, wobei fich dann auch die Untevichiede gegeniiber
den nichtrdumlichen Kontinuis ergeben werden. —

A. ldealgebilde und Limiten in den prdipatialen Feldern.

Innerbalb der Gruppe der prifpatialen Felder haben wir be-
kanntlich die Sinnesfelder und die Organbewegungsfelder zu untev-
fcheiden. Da wir aber hier noch ganz von Metrik, Connexus u. dgl. ab-
feben und ganz allein die Stetigkeitsverbiltniffe (die Limesphidnomene)
betrachten, brauchen wir den Unterichied nicht zu beriickiichtigen.

Wir wiblen als bequemes Beifpiel unfever Defkription das Sebfeld.

Wit fuchen fofort nach dem grundlegenden Phinomen, das die
Eigenart der Limesbildung im priéfpatialen Feld bedingt. Am beften
148t es fich im Kontraft zu analogen Phinomenen in andeven, quali-
tativen Kontinuen {childern. Es handelt fich um das Phdnomen des
Verfchwindens.

Stellen wir uns z. B. einen bhellen Fleck auf einem dunklen
Hintergrund im Sebfeld vor, fo gibt es anfcheinend zwei Mittel ibn
zum Verfchwinden zu bringen duvch einen ftetigen Prozef:

Entweder man lift die Helligkeit dev Fdarbung des Fleckes
ftetig abnehmen bis zur Intenfitdt Null oder wenigftens bis der Farb.
ton des Hintergrundes evveicht ift. Dann »verichwimmt« dev heraus-
gehobene Fleck allmidhlig mit dem Hintergrund.

O d e v man 14t bei konftant gehaltenem Farbton die Ausdehnung
des Fleckes ftetig abnehmen bis — fo ift man zundchit geneigt zu
fagen — die Husdehnung zu Null geworden und damit der Fleck
verfchwunden ift.

HAber diefe beiden Fille find wefentlich vecrichieden. Im ecvften
Fall findet wirklich eine ftetige Anndberung an die Null-Intenfitdt
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ftatt. Der Prozefl des Verichwindens verlduft véllig obne Bruch.
Die immer fchwicher werdende Helligkeit gleicht fich obne Sprung
dem Hintergrunde an. — Im zweiten Fall dagegen kann man die
Verkleinerung des gleichhell bleibenden Flecks noch fo weit treiben,
niemals wird man ibn dadurch véllig zum Verichwinden bringen.
Denn es befteht bis zuletit der volle Kontraft zwifchen der Firbung
des Flecks und der des Hintergrunds; die Schirfe der HAbhebung
wird nicht gemildert: Es bedarf eines abrupten Vorgangs der Ver-
nichtung, um ihn zum Verfchwinden zu bringen; im Prinzip nicht
verichieden von einem Vernichtungsvorgang, dem der Fleck im
Anfangsftadium pléglich zum Opfer fallen wiirde.

Es ift auffallend, dal das befchriebene Phidnomen von einem
fo bervorragenden Forfcher wie Stumpf verkannt worden ift.
Zitieren wir zwei bezeichnende Stellen aus feinem bekannten Werk
»Uber den piychologifchen Urfprung der Raumvorftellung« (Leipzig
1873): S. 112: »In der Tat wird die Qualitit durch Anderung der
Ausdebhnung mit affiziect . . . . Sie wird dabei nicht weniger griin
oder vot; fie felbft hat nicht Grade, fondern nur Heten, kann an fich
nicht wachfen und abnehmen, fondern nur wechfeln. Hber trogdem,
wenn wit fie nach diefer ibr eigentiimlichen Weife ganz unvevidndert,
z.B. griin bleiben laffen, wird fie doch durch die quantitative Ande-
rung mit affiziect. Und daB dies nicht etwa nur ein uneigentlicher
Ausdruck der Sprache oder eine tdufchende Ubertragung ift, zeigt
fich daran, daf} fie bis zum Verfchwinden abnimmt, daf fie fchlieBlich
duvch blofe Anderung der Quantitdt Null wird.« S. 113: »Wéren
(Ausdebnung und Qualitit] blofe Glieder einer Summe, fo wire es
vielleicht denkbar, daf} {chlechthin gefprochen, wenn die Ausdehnung
binwegfillt, auch die Qualitdt hinwegfillt (daf fie nicht unabbhingig
exiftieren); aber dafl die Qualitdt auf folche Hrt allmiblig abnimmt
und verfchwindet, obne fich dabei als Qualitdt in ibrer Weife zu
dndern, wive unbegreiflich . . .«

Dazu bemerkt Hufferl, der die Stellen in feinen »Logifchen
Unterfuchungen«, Band II, 1, S. 232/33 (2. Aufl.) anfiibrt, folgendes:
»Diefe Beobachtung eignen wir uns zu. Wir finden nur zu erwibhnen,
daB nicht eigentlich die Qualitit affiziert wird, fondern das ibr un-
mittelbar zugehdrige Moment in der Anfchauung. Die Qualitdt wird
man wobhl fchon als HAbftraktum zweiter Stufe faffen miiffene«.

Wir kdnnen mit Stumpf bier nicht einverftanden fein. Denn
es ift eben nicht richtig, dal, wenn die Ausdehnungsgréfie allméblich
verichwindet, dasfelbe mit der Qualitdt gefchieht. Man kdnnte wobl
mit Hufferl zugeben, dafl das anichauliche Moment der Qualitit,
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gewiffermaien ihre »Mengee« (in dem Sinn, wie man von einer
»Menge Farbe« [pigmentum] fpricht, die erforderlich ift, um eine
gewiffe Flidche anzuftreichen) allmi h 11 ch abnimmt und verichwindet.
Hber trojdem, das mu {charf feftgebalten wevden: es verichwindet
damit nicht das Phanomen des farbigen Flecks vor dem dunklen
Hintergrund, fondern es bleibt ein fcheinbar »ausdehnungslofere,
aber erftens wobhl lokalifiecter, zweitens wobl qualifiziecter
(in der Nuance feinetr Farbigkeit véllig beftimmter) »farbiger Punkte
iibrig. Solche Punkte (colored points) haben Berkeley und Hume
im Huge, wenn fie vom minimum (visibile) fprechen.?)

Wit haben jedenfalls einen Proze vor uns, dev als ftetiger
Vorgang nicht zum »Nichts« fiihrt, wie etwa die ftetige Abnahme
der Helligkeit zum abfoluten Dunkel. Er nidbert fich vielmebhr un.
begrenzt einem gewiffen Limes, der aber ein pofitives Etwas ift.
Diefer Limes ift der anfchauliche sPunkt« im prifpatialen Feld. Es
bedarf eines ganz neuen, abrupten Vorgangs, um diefen Punkt zu
vernichten.

Trogdem darf man nicht glauben, daB der prifpatiale Punkt
ein {chlicht anfchauliches morphologifches Phédnomen darftellt. Das,
worauf ausfchlieflich unfeve phdnomenologiiche Uberzeugung von der
phdnomenalen »Exiftenz« eines derartigen punktuellen Limes fich
griindet, ift der Prozel des Grenziibergangs, ‘der nie als ein voll.
endeter gegeben ift. Gerade weil die Ausdebnungsgréfie fich der
unteven Schranke ndbert, die fiir fie wefensgefetlich befteht, ndmlich
der Null, lduft der ProzeB nicht in dem Sinn unbegvenzt fort, dafl
von einem beftimmten »Stadiume« an immer nodh eine fich gleich-
bleibende Hnderung, d. h. Differenzgrdfie gegeniiber dem vorigen
Stadium mdglich ift. Die Anderungsichritte werden notwendig immet
kleiner und die Anndberung an den Zielpunkt des Prozeffes wird
unbegrenzt ftark. Man muf aber immer beriickiichtigen, daB jene
»Stadien« felbft eine gewiffe Sphire der Unbeftimmtheit haben, felbft
nicht etwa punktuell find. Will man fich das Verhidltnis zweiet
berausgegriffener sStadien« klar machen, fo kann man dies nur
durdh die Vergegenwirtigung jener stopologifchen« Beziehung zwifchen
zwei smorphologifchen« Gebilden, die wir als »Ineinandergefchachtelt-
fein« (Fall 8, f. 0. S. 422) bezeichneten. Sinkt nun die Ausdebnungs-
grdfe unter einen gewiffen Betrag, fo verfchwimmen alle figuralen
Steukturen und die Geftalt als fo und fo beftimmte verliert ibre

1) Die Meinungen Lockes, Berkeleys und Humes find neuerdings
von E. Rubin (Vifuell wahrgenommene Figuren, Kopenhagen:Berlin 1921,
1. Abfchnitt, § 16, S. 220ff.) zufammengeftellt und befprochen worden.
Hufferl, Jahrbuch f. Philafovhie VI. 30



466 Oskar Bedet, {s2

Differenziertbeit, wobei aber mit dem »vdlligen« Verfchwinden derx
vergleichbaren Husdehnungsgrdfie die Lokalifierung nur um fo fchédcfer
wird, und die Schdirfe der Hbbhebung, die durch die qualitative
Differenz der Farbe des Punktes gegeniiber der des Hintergrundes
bedingt ift, fich durchaus gleichbleibt.!)

Wit haben alfo ein in verfchiedener Hinficht paradoxes Phanomen:
Einen »Punkte«, der keine beftimmte Geftalt mebr befit, der zwar
nicht ganz ohne »Ausdebnungsbaftigkeit« fein kann, aber doch nicht
mebr verglichen werden kann hinfichtlich feiner Husdebnungsgrofie
mit einem sendlichen« Fleck. Dazu gebdrig einen Prozefl, der jenes
Minimum an Ausdebnung zu Null zu machen ftrebt, wobei aber doch
das »Punktgebilde« niemals in feinem Beftand bedroht wird. Wit
wollen demgemiB nicht bebhaupten, dafl der Punkt-Limes felbft
fchlicht gegeben fein kann, fondern nur, daB es fchlicht-anfchauliche
Gebilde in den Sinnesfeldern gibt, die Punkt-Limiten in ganz eigen.
tiimlidher, divekt anichaulicher Weife »indizieren«, sandeuten«. Da-
mit foll ausgedriickt fein, dafl fiicr Ecfaffung des Limes felbft ganz
wefentlich die Vorftellung jenes Prozeffes ift, in dem ev intendiert wird.?)

1) Man kann das ftetige Verfchwinden eines prifpatialen »Minimums-«
durchaus nicht experimentell erzeugen. Verfucht man dies, etwa durch die
ftetige Verkleinerung einer runden (»Iris«).Blende, durch die ein Lichtbiindel
dringt, fo beobachtet man, wenn die Offnung febr klein wird, eine Ab-
nahbhme der Helligkeit des kleinen Lichtflecks. D.b. die pbylifche Ver-
Kleinerung der Offnung bringt keine reine Abnabme der Ausdebnung des
Flecks (obne Hnderung der Farbqualitdt und Helligkeit) bervor. HAuch auf
andere Weife gelingt es nicht, die »ftetige Anndberung an den Limes Null«
zu fchlichter Wabhrnehmung zu bringen; das liegt nicht an der Unzuldnglich-
keit der experimentellen Vorrichtungen, fondern an Wefensverhiltniffen.

2) Einen anderen Standpunkt vertritt Edgar Rubin in feinem Budh
»Vifuell wahrgenommene Figurene (Kopenbagen:Berlin 1921, Gyldendalske
Bogbandetl), II. Abfchnitt, § 14: »Ausdebnungslofe Gegenftinde« (S. 193ff.).
Er glaubt experimentell die {chlichte Wahrnebmbarkeit von abfolutausdebhnungs.
lofen wiewobl farbigen Punkten und von abfolut breitelofen farbigen Linien
gezeigt zu baben. Huf S. 193 heifit es: » . .. es kommt eine Entfernung [von
einem gezeichneten fchmalen Streifen], wo es keinen Sinn mebr bat, inner.
balb des erlebten Gegenftandes zwifchen einem rechten und einem linken
Teil zu untericheiden«. Hllerdings fagt er weiter (S. 194): »Dafl fenkrecht
auf die Langsrichtung keine Teile zu untericheiden find und dafl keine Breite
feftzubalten [foll beiflen »feftzuftellen«?] ift, find zwei verichiedene Erfabrungen.
Vielleicht kann die erfte Erfahrung unter Umftdnden gemacht werden, wo
die zweite nicht gemacht werden kann; dagegen muff man annebmen, daf,
wo die zweite, auch die erfte Erfahrung gemacht werden kanne«. Hber dann
beifit es doch wieder von »Punktene (S. 194): »Bringt man auf einem Stiick
bellen Karton eine kleine dunkle Fldche an, fo gibt es, wenn man fich nabe
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Damit haben wir, fo genau als es uns mdglich war, das limes-
bildende Grundphidnomen in prifpatialen Feldern!) befchrieben, —

Mit Hilfe des befchriebenen Grundphdnomens kdnnen wir die
anderen elementaten prifpatialen Limesgebilde, nimlich die sLiniene
gewiffermafen konftruktiv becftellen. Eine sLinie« (ein eindimen.
fionales Kontinuum) ift dadurch chavaktervifiert, daf fie durch eine
HAnzabl von Punkten in getrennte Stiicke zerlegt werden kann. (Das
ift die in §3, C, 1 befprochene, von Helmbholt und H. Poincaré
berriibrende und nach Brou w er zu verbeffernde »natiivliche De-
finition« der eindimenfionalen Mannigfaltigkeit.) — Man kann aber
aud die Linie divekt durch einen elementaren limesbildenden Prozef,
analog wie den Punkt erzeugen. Man geht von einem prifpatialen
sFlichenftreifen« aus (womit aber natiirlich nicht ein Stiick einer

beim Reiz befindet, innerbalb des erlebten Gegenftandes etwas, das oben,
und etwas, das unten, etwas, das rechts, und etwas, das links ift. Entfernt
man fich vom Karton, fo kommt ein Hbftand, wo folche Untericheidungen
fchwer fallen und von einer beftimmten Entfernung an laffen fie fich inners
balb des erlebten Gegenftandes nicht mebr machen; man kann gleichzeitig
feftftellen, daf} diefer keine anfchauliche Ausdebnung bhat.« — Der erfte Punkt:
dafl man im erlebten Gegenftand nicht mebr rechts und links, oben und
unten unterfcheiden kann, ift zuzugeben. Hber die damit, nach E. Rubins
eigener Meinung (f. das 2. Zitat), nicht notwendig zufammenfallende Eigen-
fchaft der Breitens und Husdebnungslofigkeit miiffen wir nach wie vor bes
ftreiten. Wir find der Meinung, dal den betreffenden Gegenftinden (»Linien«
und sPunkten«), fo wie fie wabrgenommen find, zwar keine eigentliche, mit
einer normalen, endlich irgendwie ausgedebnten, vergleichbare Ausdehnung
zukommt, aber dafd ibnen doch eine gewiife »Ausdebnungshaftigkeite (»Volu.
minofitdte, ein fchwer befchreibbares Phinomen sui generis) noch anbaftet.
Deswegen ift ein prdfpatialer »Punkt« oder eine préfpatiale »Linie« eben nicht
fchlicht gegeben, fondern blofl »indizierte, — Andrevfeits muf betont werden,
daf} jene »Indizierung« des »Punktes« kein unbegrenzt verfolgbarer »Grenz.
prozele ift (wie er dann im bomogenen Raum auftritt). Man kann nicht
fagen, daf} fich das den Punkt »indizierende« minimum visibile anfchaulich noch
weiter »verkleinern« k¥nnte, man kann auch nicht fagen, ein farbiger Punht fei
grofler als der andeve, eine farbige Linie breiter als die andere. (Dariiber
macht Rubin 1 ¢c. S. 200 gute Bemerkungen.) — Rubin bat das Verdientft,
auf diefe von ihm offenbar klav gefehenen Phdnomene von pfychologifcher
Seite aus nachdriicklich aufmerkfam gemacht zu baben. Hber feine Defkriptionen
mit der barten HAlternative »ausgedehnt — ausdebnungslos« fcheinen uns der
feineven Struktur der febr fubtilen Phianomene nicht gerecht zu werden.

1) Die Organ.Bewegungsfelder diirften gegeniiber den Sinnesfeldern
bier nichts Neues bieten. Denn gemifl der Weife ibrer Konftitution serweiterne
fie wobl die Sinnesfelder (an ibrem »Hufienborizonte), fie »entwirrene fie
aber niemals iiber die h&chfte im Sinnesfeld (z. B. im Zentralgebiet des Sebs
feldes) vorbandene Klarheit binaus, die durchaus ein in diefer Konftitutions~
{chicht nicht fiberfchreitbares »Optimume darftelit.

30°
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Fldche im Raum gemeint ift) und lift deffen eine Dimenfion, die
»Breite« ftetig abnehmen.!) Ebenfo wie beim »Punkt« 148t fich dann
evident machen, daf der Proze des Abnehmens der Breite gegen
einen gewiffen niemals ftetig zum Verfchwinden zu bringenden Limes
konvergiert. Diefer Limes ift dann aber die »Linie«. —

Folgt nun aus den eben angeftellten Betrachtungen, daf ein
pridfpatiales Feld endlich oder unendlich teilbar ift? Im Grunde
trifft keine der beiden Mdglichkeiten, die fich auszuichlieBen fcheinen,
zu: Weder ift das prifpatiale Feld endlich, noch unendlich teilbar.
Z. B. entbhidlt ein gewiffes Linienftiick in ihm weder eine endliche
noch eine unendliche Anzahl Punkte. Man kann nurt fo viel fagen:
Schachtelt man Linienftiicke oder auch Fldchenftiicke ineinander, fo
kann man diefe Operation nicht beliebig oft iterieven. Man kommt
bald zu ineinander veridwimmenden Strukturen. Ebenfowenig
gibt es zwilchen zwei prifpatialen Punkten auf einer Linie immert
einen dritten Punkt, devart, daf die drei Punkte voneinander wobhl
getrennt find. — Hnderverfeits kann man aber nicht eine beftimmte
Strecdke aus Punkten in endlicher Anzahl zufammenfeien.?) Denn
ein prifpatialer Punkt ift ja nicht als feftes, prézifes Gebilde fchlicht-
anfchaulich gegeben, fondern in einem anfchaulichen Grenzgebilde
nur »indiziect«<. Das morpbhologifche, den Punkt indizierende Ge-
bilde hat eine gewiffe, aber nicht feft beftimmte und nicht mit
»endlich« ausgedehnten Gebilden vergleichbare Husdehnung. Der
Punkt felbft ift aber niemals anichaulich gegeben, fondern nur »pro-
leptifch« im limitierenden Prozefl erfafit.

Hus Punkten liBt fich alfo auch im prifpatialen Feld kein end-
liches Gebilde zufammenfetien. Dagegen ift es wobhl denkbar, eine
sMinimalftrecke« zu beftimmen, die ihver Grdfie nach nodh mit
lingeren Strecken zahlenmifig verglichen werden kann. So gibt
es z. B. fehr wobl eine untere Grenze der Feinheit einer abzu-
lefenden Skala. Eine nodh unterbalb der Grenze gelegene Skala
verichwimmt, ift nicht mebr ablesbar; als prifpatial-geometriiches
Gebilde exiftiert fie gar nicht mebr. Da es nun im Sehfeld, bzw.
im okulomotoriichen Feld audh gewiffe Maximalftrecken gibt (im

1) Die rein topologifche Befchreibung eines »Flidchenftreifens« fcheint un-
mdglich zu fein und die metrifche Charakteriftik unumgénglich (Gebilde, deffen
Husdebnung in einer Dimenfion gegeniiber der in der zweiten Dimenfion
relativ klein ift). Deshalb ift die vorbin gegebene Definition der »Linie« durch
Zerlegung metbodifch reiner.

2) Wie Hume meint: Treatise Bd. I, S. 45 (in der Uberfehung von
Th. Lipps).



85] Beitrige zur phanomenologifchen Begriindung der Geometrie ufw. 469

Sebfeld den Durchmefifer des noch »deutlichen« zentralen Teils, im
okulomotorifchen Feld einen grdfiten Kreis der »Sphidre«, aus der
es befteht), fo gibt es ein beftimmtes Verhdltnis der Maximal-
ftrecke Smax zur Minimalftrecke Smin. Den Wert diefes Quotienten
Smax : Smin = M¢ bezeichnen wir als den »immanenten Modul der Ge-
nauigkeit im prifpatialen Felde«. Er mifit die groftmdgliche Ge-
nauigkeit, die eine metriiche Relation im priéfpatialen Feld baben
kann.!) -

Die Limiten Punkt und Linie find die »geometrifchen Ideal-
gebilde« im prifpatialen Feld. Bevor wir unterfuchen, ob damit das
mit dem Husdruck »ldealgebilde« Gemeinte fchon voll. erveicht ift,
miiffen wir nod die Frage erdrtern, weshalb nicht audh in nicht.
rvdumlichen Kontinuis devartige Gebilde auftreten. Betrachten wir
z. B. eine Linie im Tonkontinuum, etwa die Gefamtheit der Téne
von gleicher Hohe und Klangfarbe, aber verfchiedener Stidrke. Zieht
fich eine Strecke diefer Linie (eine gewiffe Vavriation der Lautftirke
diefes Tones) immer mebr zufammen, fo kommt man nicht zum
»Nichts«, fondern zu einem Ton von ganz beftimmter Intenfitit.
Dies ift das HAnalogon zu einem Punkt im prifpatialen Feld. Es
beftehen aber wefentliche Unterfchiede. Zwei verfchiedene Elemente
einetr qualitativen Mannigfaltigkeit find im allgemeinen nicht zugleich
origindv gegeben. Es bandelt fich ja um eine Mannigfaltigkeit
mdglicher Qualitditen. Wenn mehrere Qualitditen zugleich gegeben
fein follen, miiffen fie in einem entweder zeitlichen oder vdumlichen
principium individuationis ausgebreitet fein.?) Im Falle des Raumes
wevden wir auf unfeven {chon behandelten Fall zuriickgefiihrt. Die
Frage, ob es in der Zeit ideale Punkte gibt, ift zu fchwierig, um
fie hier im Voriibergehen zu erledigen. Die Hntwort hdngt ab von
der Natur des »Jetit«. Es ift im urimpreffionalen Sinn allein ovi-
gindr gegeben, gegeniiber allen »Soeben« und »Sogleichs«. Ift es
aber urimpreffional als exakter Punkt gegeben? Dies hdngt wiederum
mit der Frage zufammen, ob es vollanfchauliche frifche Erinnerung
gibt, oder ob die unmittelbare Rentention immer leer ift und erft

1) Diefer Genauigkeitsmodul ift ein Begriff, der fich auf immanente
Pbhinomene beziebt. Erv ift nicht zu verwechfeln mit dem pfychopbyfifchen
Begriff der Untevichiedsichwelle, der Sebichdrfe u. dgl. Dort ift immer eine
Beziebung auf Tranfzendentes, auf den »Reiz«, mit im Spiele.

2) Hllerdings kdnnen verfchiedene Téne, wie fchon an einer friiberen
Stelle auseinandergefet wurde (S. 446, Anm. 1), noch in einer gewiffen
anderen Weife »gleichzeitig« gegeben fein, z. B. in einem Hkkord. Hber
dann treten fofort Verfchmelzungsphanomene ein. HAuf diefe eigentiimliche
Tonmannigfaltigkeit kann bier nicht ndber eingegangen werden.
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durch Wiedeverinnerung erfiillt wird. Dies kdnnen wir hier nicht
entfcheiden. — Es bleibt fomit das rdumliche Kontinuum als das
Einzige zuriik, in dem ficher sbenachbarte« Elemente zugleich voll
anfchaulich gegeben fein konnen; d. h. wo man das aufchauliche
Phanomen eines Flecks, der zufammeni{chrumpft und im Limes zu
einem Punkte tendiert, beobachten kann. Diefes Phinomen ift abet
gevade das Fundament der fogenannten sldealgebilde«. Es gibt
alfo foldhe nur im rdaumlichen Kontinuum. —

Die Verhidltniffe in den prifpatialen Feldern iiberblickend,
kdnnen wir zufammenfaffend fagen: Die geometrifichen Idealgebilde
werden duvch die Phdnomenologie der préfpatialen Felder nadh
einem gewiffen Teil ihver Eigenichaften verftindlich gemacdt: Es
wird begreiflich, daB fie edhte pofitive Limiten find, keine gegen
Null limitierenden Gebilde. Es wird ferner gezeigt, warum in
nichtrdumlichen Kontinuis Idealgebilde gleicher Art nicht auftreten,
Aber in anderer Hinficht fehlen uns nodh wichtige Eigenidhaften,
die gemeinbin den geometrifchen Idealgebilden zugefchrieben wevden.
So vor allem ibre unbegrenzte Hpproximierbarkeit, d. h. die Még-
lichkeit, fich ibnen (prinzipiell, nur durch empirifiche Umitinde evtl.
gebindert) unbegrenzt anzundbern. Das rviibrt daher, daf fich die
geometrifchen Idealgebilde erft véllig in hdheren Sdchichten der
Rdumlichkeit konftituieren. Ihre Eigenichaften kdnnen daber auch
erft im weiteren Verlauf unferer Betrachtungen famtlich klargeftellt
werden.

B. Idealgebilde im ovientierten Raum.

Das neue Element, das fiit den orientierten Raum im Verv-
gleich zu den prifpatialen Mannigfaltigkeiten chavakteviftifch ift, ift
die »Tiefe« oder, anders ausgedriickt: der Gegenfaty sNdhe — Ferne«.
Der orvientierte Raum wird ja gevrade dadurch zum Raum - wiéb-
vend alles friihere in der Stufenveibe der konftitutiven Sdchichten
noch vorrdumlich (prifpatial) ift —, daB er dem Subjekt eine be-
ftimmte Stelle anweift, namlich das »Hieve, den Nullpunkt der
Orientierung. Die Tiefe beftimmt fich als Abftand von diefem Null.
punkt. In diefem ovientierten Raum konftituieven fich die »Skia-
grapben« in der drebenden Bewegung. Im Vollzug der Drehung
um eine nicht gerade vadial gelegene Achfe, offenbart fich die Aqui-
valenz der Tiefen- und der beiden Flddhenerftreckungen, indem
beide ineinander iibergehen kdnnen. Bei diefer Gelegenbeit tritt
zuerft eine neue Ericheinung auf: Das Phinomen des »Innen.
borizonts«.
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Die Erweiterung des Sehfeldes zum okulomotorifchen Feld
(nodh in der prifpatialen Sphidre) gefchiebt ausichlieflich durch eine
HAusweitung des Feldes am Rand, obne Hnderung feiner inneven
Struktur.') Wendet fich dagegen bei einer Drehung im otientierten
Raum eine bisher perfpektivifch verkiirzte Fliche in ibrer ganzen
Ausdebhnung mir zu (gelangt fie in eine Stellung, fenkrecht zu
meinen »Sehftrablen<), fo wird fie wihrend diefer Bewegung ibrer
innevren Struktur nach anders: es entwickeln fich kleine undeutliche
Gebilde zu grdferen, deutlicheven, differenzierteren, bis mit der
fenkredhten Stellung das Optimum erveicht ift.

Mit diefer Mdglichkeit des »Sichentwirrens« des inneren Hori-
zontes muf} fich auch der Begriff des idealen Limesgebildes dndern;
denn es tritt jett die Mdglichkeit auf, daBl ein Idealgebilde im Sinne
der blof umgedeuteten prifpatialen Auffaffung, d. h. eine in die
liefe gefetite prifpatiale Figur, durch Entwicklung von innen beraus
bei einer Zuwendung duvch Drebung den Charakter des Ideal.
gebildes verliert. So wird z. B. ein Punkt in Schrédganfiht zu
einem Kleinen Fleck in gerader Anficht, eine Linie zu einem Flichen-
ftreifen ufw. In diefem Prozef der »Verbreiterunge«, wie wir kurz
fagen wollen, verlieren alfo Gebilde, dje einen Limes im prifpatialen
Sinn indizievten, diefen limitierenden Chavakter.?) Wir werden
offenbar diefe Gebilde nicht mebr als echte Limesgebilde im orvien~
tievten Raum anerkennen kénnen, vielmebhr wevrden wir an die
echten Limesgebilde diefer neuen Konftitutionsftufe eine neue Fov-
derung ftellen miiffen, namlich die, fich im Entwidklungsprozefl in
den inneven Horizont hinein als unzerftdtrbar, als echt zu erweifen.
Wir werden fagen konnen, die echten Limesgebilde sbebarrens, fie
verbreitern fich nicht. Unfer neues Kritevium trifft alfo eine engeve

1) Ganz ftrikt ift dies wobl nicht zu nebmen. Die okulomotorifche Be-
wegung einer peripberen Sebfeldfigur nach dem zentralen Gebiet ift bekannt.
lich mit einer Zunabme der Deutlichkeit verbunden bis zu einem gewiffen
Optimum. Dies bedeutet fchon ein Hineingeben in einen Innenhorizont.

2) Hier miiffen wir auf einen Unterfchied gegeniiber dem prifpatialen
Innenborizont (f. vor. Anm.) aufmerkiam machen. Eine periphere Figur des
Sebfeldes bat in fich ftets den Charakter der Undeutlichkeit (indiziert alfo
kein Idealgebilde) und kann fich bei okulomotorifcher Bewegung ins zentrale
Gebiet in ein deutliches Gebilde (u. U. Idealgebilde) verwandeln. Eine »fchrdge«
Figur im orvientierten Raum dagegen kann in fich durchaus deutlich fein
(Idealgebilde im prifpatialen Sinn indizieren). Was mit ibr geichiebt bei
der Drebung in eine gerade Richtung ift folgendes: jene fcheinbar indizierten
Idealgebilde verwandeln fich in »verbreiterte« Gebilde, die nun kein Ideal.
gebilde mebr indizieven.
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HAuswabl unter den fich zunddcft als Limiten pridfentierenden Pha-
nomenen.

Es kann aber an Stelle der einfachen »Verbreiterung« noch etwas
andeves eintveten. Es kann das Gebilde zwar feinen limesartigen
Chavakter beibehalten, aber das Ziel des Limesprozeffes kann fich
als ein anderes erweifen, als es zunddcft den HAnfdchein hatte. So
z. B. kann e¢in Gebilde, das eine ideale gerade Linie indizierte, im
Innenhorizontprozef fich fo entwickeln, daf} es einer flachen Wellen-
linie als Limes zuftrebt. Hier fprechen wir von einer »Entfaltunge
des Gebildes.!) Huch auf der Stufe des orvientierten Raumes haben
unfeve Limesphdnomene nod nicht die Eigenfchaft der unbegrenzten
Approximierbarkeit gewonnen. Das liegt daran, dafl der Prozef
des Hineingehens in den Innenbhorvizont mit der Erreichung des
Optimums fein Ende findet. Im homogenen Raum wird diefe Be-
fchrdnkung wegfallen,

C. Idealgebilde im bomogenen Raum.

Im bhomogenen Raum verliert das I feine ausgezeichnete
Stelle. Es kann wandern und damit feine Ovientierung wedfeln,
und alle feine méglichen Orientierungszentren find gleichbevedhtigt.
Damit erwidcdhft ibm die Mdoglichkeit, fich Gegenftinden anzunidbern.
Diefe Ann#herung ift, fofern fie duvch Selbfttitigkeit des Ichleibes
erfolgt, durch die begleitenden kinifthetifchen Daten charakterifiert,
und umgekehrt werden wir jede Verdnderung eines Korpers, die
kindfthetifch riickgdngig gemacht werden kann, als ftarre Bewegung
im bhomogenen Raum auffaffen miiffen. Diefe HAnndherung kann
exfolgen aus beliebiger Ferne und bis in beliebige Ndhe. HAn.
ndherung in diefem Sinne ift auch die Betrachtung eines Objekts
duvch ein Fernvobr, eine Lupe oder ein Mikrofkop. Das Wefent
liche ift in allen diefen Fidllen das Sichentfalten des Phdnomens in
feinen Innenhorizont hinein. Der fundamentale Unterichied gegen-
{iber den Verhiltniffen im orientierten Raum befteht aber dartin,
dafl diefe Entfaltung unbefdhrinkt vor fich gehen kann. Ihve
Schranken find nur empirifch, nicht wefensgefetlich. Es ift ftets

1) Wenn man genauer zufiebt, wird man vielleicht fagen miiffen, daf
als Zwifchenftadium im Entfaltungsprozef Verbreiterung eintreten kann.
Das fiihtt bhier, auf der Stufe des orientierten Raumes, zu einer gewiffen
Unentfchiedenbeit. Da der Entfaltungsprozeft begrenzt ift duvch die Er.
reichung des Optimums, bleibt im Falle der Verbreiterung unter Umfténden
der Verdacht berechtigt, ob nicht bei Fortfehung des Prozeffes Entfaltung
eintreten wiirde, ohne daf man deffen ficher fein kann.
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noch ein Fortfchritt der Entwirrung und Diffevenzierung denkbar;
niemals kommt man zu einem wefensgefetlich beftimmten Optimum.?)
Es ift dabei jedoch in Riickiicht zu ziehen, dafl ein beftimmtes Ding,
fo wie es apperzipiert ift, eine optimale Entfernung befigt und daf
bei der Anndberung iiber diefe bhinaus es »uniiberfehbar« wird.
Z. B. einem Haus kann man fich zwar beliebig anndbern, aber es ge-
winnt dadurch als folches nicht an Deutlichkeit. Nédbert man fich ibm
etwa bis auf 1 m, fo bat man keinen Gefamteindruck mehr, wibhrend
etwa ein beftimmter Ziegelftein in der Wand an Deutlichkeit wefent-
lih zugenommen und vielleicht fein Optimum erreicht hat.?) —

Nun kann, wie wit aus der Betrachtung des Limes im ovien-
tiecten Raum wiffen, entweder (1) der Limescharakter eines Gebildes
durch den InnenhorizontprozeB zerftért werden. Das Gebilde ver-
breitert fich, wir baben einen unechten Limes. Oder (2) der Limes-
charakter bleibt erhalten: Dann find zwei Unterfdlle denkbar, ent-
weder (a) der fpezielle Limes bebarrt, — oder (b) der fpezielle
Limes entfaltet fich zu einem andeven Limes. Wir haben alfo das
folgende, disjunktive Schema:

¢)) ()
Verbreiterung ¢—— Erbaltung
Bebarrung ¢—— Entfaltung
(a) (b)

Dies ift genau fo wie im ovientierten Raum. Hber die Unklavrheit
von damals ift verichwunden. Man braucht nicht mebr zu fiivchten,
dap ein bebharvender Limes fich nodh verbreitern, oder ein fich ver-
breiterndes Gebilde fich noch entfalten kdnnte. Denn der Ent.
wirrungsprozefl ift jetit nicht mehr gehemmt, und in feinem Vet
lauf muf} fich alles entfcheiden.

Jeit haben wir allo die fcharfe Definition: ein Limes ift dann
und nur dann echt, wenn niemals Verbreiterung eintritt.®)

1) Kini#fthetifch berubt die Mdglichkeit einer unbeichrinkten Anndberung,
wie fchon erwidbnt, auf einer eigentiimlichen Verbindung einer fich periodifch
wiederbolenden Bewegungsfolge mit dem Effekt einer fortichreitenden Vers
inderung der wabrgenommenen fkiagrapbifchen Gebilde. Gerade die Pervios
dizitdt ermdglicht es, die Bewegung beliebig oft zu wiederholen und damit
das Fortichreiten beliebig zu verldngern (Beifpiel: die Gehbewegung: perios
difche Wiederholung dev Kinifthefe bei jedem Schritt).

2) Vgl. dariiber H. Ho fm a n n, »Uber den Empfindungsbegriff« S.65—67.

3) Vom Standpunkt der Brouwerichen Theorie der unendlichen Folgen
ift diefe Formulierung allerdings zu beanftanden, denn dafl niemals Ver.
breiterung eintritt, kann man nur auf Grund einer beftimmten Gefetymifligs
keit, die fiir alle Zukunft gilt, wiffen. (Ndberes in § 10.)
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Damit ift die Mdglichkeit einer Definition der geometrifchen
Idealgebilde gegeben, die der Forderung der unbegrenzten Hp-
proximierbarkeit geniigt. Ein vdaumliches Idealgebilde ift ein edhter,
fich evhaltender Limes. Ein eigentliches Idealgebilde im klaffifchen
Sinn liegt im Falle eines Beharrungslimes (2a) vor. Denn dann
ift die Anfchaulichkeit des Gebildes diefelbe, wie die eines prifpatialen
Gebildes, denn in jedem Stadium des Entwirrungsprozeffes wird ein
prifpatialer Limes indiziert. — Dagegen bhaben wir ein bloB8 un.
eigentliches Idealgebilde im Falle der Entfaltung unferes Limes beim
Hineingeben in den Innenhorizont (2b). Denn hierbei wedhfelt der

Anblick des Gebildes ftindig. (Beifpiel: Die Kurve y = sini— mit un.

endlich vielen Oszillationen in der Ndbhe von x =0.)
Diefe Phdnomene werden wir im nédcdhiten Paragraphen bei der
Befprechung der Anfdhauung F. Kleins nidber betrachten.

§ 10. Phdnomenologifche Bemerkungen zu F. Kleins
Theovie dev geometvifchen Idealgebilde.

Felix Klein bat fidh in feinen beriibmten Vorlefungen iiber
»Die Anwendung der Differential- und Integraltechnung auf Geo.
metrie. Eine Revifion der Prinzipien« (autographiert, Leipzig 1902)
ausfiibrlich mit dem Unterichied der Prizifions- und Approximations.
geometrie befalit und dabei u. a. auch das Wefen der geometrifchen
Idealgebilde bebhandelt. Er kommt zu folgendem Ergebnis (1. c.
S. 261f.): »Sei beziiglih eines Koordinatenfyftems x, y einecfeits
ein Kveis, anderverfeits eine Peano-Kurve durch die zugehdrigen
Formeln x= ¢ (t); y= ¥ (t) definiert. Befteht hinfichtlich unferer
Fabigkeit, uns die fo definierten Gebilde rdumlich vorzuftellen, in
den beiden Fillen ein prinzipieller Unterfchied? Ich glaube es nicht,
Beidemale kdnnen wir uns duvch Fixierung der Hufmerkfamkeit
auf einzelne Werte von t die Lage der einzelnen Punkte der in
Betracht kommenden Gebilde in Gedanken, aber immer nur mit
befchvdnkter Genauigkeit, feftlegen; wir kdnnen uns auch, indem
wir uns folcherweife benachbarte Punkte fixiert denken, mit be-
fchrinkter Genauigkeit die Richtung der Verbindungslinie vorftellen;
aber an das ldealgebilde felbft kommen wir weder das eine Mal,
noch das andere Mal mit unferer Vorftellungskraft hevan.«

Im Gegénfaty dazu fteht A. K&pkes Huffaffung!), der einen
prinzipiellen Unterfchied zwifchen sglattene« (beliebig oft differen-

1) Siebe Klein, L ¢c. S. 40 u. S. 58 Anm. — A, Kdp ke, Mathemat,
Annalen Bd. 29 (1887).
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zierbaren) und skrijeligen« Kurven (ftetigen Kurven obne Diffe-
ventialquotient u. 4., »crincly curvese nach Moore; Beifpiele: die
WeierftraBiche und die Peano-Kurve) madht. Die ecfte Hrt
halt er fiir anfchaulich im Sinne eines ecten ldealgebildes; die
zweite nicht.

Unfere Enticheidung in diefer Streitfrage ift durch unfere vor~
ftehenden Betrachtungen vorgezeichnet, »Glatte Kurvene, wie Kreis
und Gevade, find »cigentliche« Idealgebilde. Sie evrbalten fich beim
Hineingehen in den Innenhorizont, indem fie »bebarven«; d. h. fie
fahven ftindig wahrend des Entwirrungsprozeffes fort, dasfelbe pri-
fpatiale ldealgebilde zu »indizieren«, wie am HAnfang des Prvozeffes.
Sie find alfo gewiffermafien ftationdre Gebilde im Verlaufe der Ent-
wirtrung. Die »Krielkurven« dagegen ecrhalten fich zwar audh als
limesanzeigende Figuren widbrend der Hnndberung, aber der Ziels
limes, nach dem fie tendieren, wechfelt im Verlaufe der Entwick-
lung; er »entfaltet fich« in gefeymifiger Weife. Hlle Limesgebilde
find alfo werdende. Das entfpricht ja nur unfevev, fich an Brouwer
anlebnenden Grundauffaffung des Kontinuums. Detr Unterichied ift
nur dev: Im Falle des »Behavrrens« weil man, daf nichts Neues auf-
tritt, die Pbantafie gelangt zur Rube; im Falle dev Entfaltung et-
fcheinen ftets neue und immer veichere Gebilde; das Ganze ericheint
der Vorftellungskraft unevichdpflich.!) Freilih find auch im Falle
der Entfaltung zumeift (immer?) gewiffe Momente an den Figuvren
(z. B. die Kurvenmaxima u. dgl.) ftationdv. Davauf berubt dann
das, was noch an jenen Gebilden im eigentlichen Sinne anichaulich ift.

So kdnnen wir jeyt beiden, F. Klein und A. Képke, in be-
ftimmter Hinficht Recht geben: Klein bhat ausfchlieBlich das Moment
des Werdens, des nie vollendet Gegebenfeins im Huge; Kdépke
betont einfeitig den Unterichied zwifchen Bebharrung und Entfaltung.

Kleins z. T. glinzende Beifpiele, die in reichem Mafle in feiner
Vortlefung geboten werden, kénnen wir fiir unfere Zwecke in dvei
Gruppen teilen: (Alle Beifpiele haben den Zwedk, zu zeigen, dafd
geometrifch und avithmetifch wobl definierte Gebilde nicht exakt
vorftellbar find.)

1) Wefentlich ift, daB folche Idealgebilde nur durch Gefetye gegeben
werden kdnnen. Niemals kdnnen fie in der Anfchauung gewiffermafien sbe-
obachtet« werden. Denn dann find fie unvollendbare werdende Gebilde im
Sinne einer Brouw et {chen »Wablfolge«. Und niemand kann fagen, ob fie
fich nicht fchlieBlich doch noch einmal »verbreiterne, d. h. als sunecht« er-
weifen ,werden.
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Die erfte Gruppe umfafit veine Entfaltungslimiten; wie die
Weierftraffche und die Peano. Kurven, oder die einfacheren

1
Kurven y = sini— oder y = xsin ;. Bei der Entfaltung wacdhfen ihre

Ofzillationen unbegrenzt an Zabl fiir eine beftimmte endliche Strecke
der Abfiziffenachfe. Sie laffen fich aufidfen in eine unendliche, jedoch
gefettmidfige »Folge« von Bildern, die glatte Kurven (»Partialkurvene«)
darftellen, nur daB jedes Bild komplizierter ift als das vorher-
gehende.!) Die »Verbiltniffe im Limes felbft« find nur infoweit
vorftellbar, als fie ftationdr (bebarvend) find. Vom Brouw e rfcen
Standpunkt aus ift es widerfinnig, fich fertige, »im Limes« liegende
Gebilde vorftellen zu wollen. Das, was man glaubt, fich vorftellen
zu koénnen, find die bebarrenden Momente, die fich bei dem HAblauf
des Prozeffes nicht entwickeln. Es ift im Prinzip dasfelbe, wie bei
dem unendlichen periodifchen Dezimalbruch 0,333 ..., die 3 ift auch
»im Limes« svorftellbar«, denn fie ift ja nichts als eine genaue
Wiederholung detr eciten 3. —

Die zweite Gruppe der Kleinfden Beilpiele?) dagegen
fcheint uns in einem nadh Brouwer aufgefaften Kontinuum
gar nicht exiftieren zu kdnnen. Sie wird veprifentiert durch ge-
wiffe arithmetifch definierte unendliche Punktmengen im Cantor-
fchen Sinn: ndmlich z. B. durch die Menge der im Segment 01 ent-
baltenen teellen Zablpunkte, ohne die Endpunkte 0 oder 1. Odetr
durch die Menge der in der Einbeitsftrecke 01 enthaltenen irratio-
nalen Punkte, alfo diejenige Punktmenge, die iibrig bleibt, wenn
man aus der Einbeitsftrecke alle rationalen Zahlpunkte »berauspickt«.
Die Menge dev rationalen oder der algebraifchen Zahlpunkte ift als
Entfaltungslimes vorftellbar, denn fie kann gefetymidfiig konftruiert
werden durch Fortfchreiten von n'® zum (n + 1)'**" Konftruktions-
ftadium. Sie ift deshalb auch abzdblbar. Die nicht abzidhlbaren
Reftmengen find aber gar keine »entfcheidungsdefiniten« Mannigfaltig-
keiten. (Vgl. § 2, B, 3.) Diefe Mengen fcheiden desbhalb fchon aus
formal - mathematifchen Griinden fiivr uns aus, a fortiori kdnnen wir
nicht von ihnen verlangen, daf fie geometrifche Idealgebilde find.

Die dritte Gruppe der Kleinfchen Beifpiele endlich wird
gebildet von den durch vein geometrifche (nicht avithmetifche)

1) Vgl. die fchone HAbbildung der erften Teilkurven der Weievftrafi-
Kurve, bei Klein L. ¢c. S.86—-87. — Zur Pe ano.Kurve f. S. 238ff. — Uber
die Kurven y=sin 1; und y=x sin;l(- f.1c S. 51-52.

2) Le. S 18-19,
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Methoden gewonnenen unendlichen Punktmengen, wie fie vor allem
durch itevierte »Inverfion« an Kreifen echalten werden.!) Von
diefen ift es uns zweifelbaft, ob fie als Entfaltungslimiten aufzu.
faffen find oder ob fie gar keine »enticheidungsdefiniten« Mannig-
faltigkeiten bilden. Eine dritte Mdglichkeit fcheint uns fchwerlich
denkbar. Dodh mddhten wir daviiber kein abichliefendes Urteil
fdllen, Diefe Fille bediirften einer {peziellen Unterfuchung, die
uns hier zu weit filhren wiirde. )

Zufammenfaffend kénnen wir wobhl fagen, daB fich unfeve Be-
griffsbildung binfichtlich der verichiedenen Hrten der Limiten derv
Rufgabe des phdnomenologifchen Verftehens der modernen mathe-
matifchen Unterfuchungen iiber die geometrifchen Idealgebilde ge-
wadhfen gezeigt bat.

Zweiter Teil.

Die Uberwindung der apriorvifchen Kontingenz
der geometrifchen Axiome.
(Der ausgezeichnete Chavrakter der euklidifchen Geos

metrie und dev Sinn der Anwendung nicdht.-euklidifcher
Raumformen in der Phyfik)

Vorbemerkung.

Der erfte Teil hatte die prinzipielle Mdglichkeit gezeigt, im
Gebiete des anichaulichen Kontinuums exakte Gefefie aufzuftellen.
Geben wir nun zu der Frage nach dem materialen Gebalt jener
Gefefie iiber, fo ergibt fich die zuniddft ecrftaunliche Tatfache, dafd
von den unendlich vielen Moglichkeiten folcher Syfteme von Gefeen
ein beftimmtes, ganz finguldves, ndmlich das fogenannte eukli-
difch e Syftem, fih uns mit dem HAniprudh apriovifcher Einfichtig-
keit aufdrangt. Es ift, wie man meint, von axiomatifchem Chavakter,
d. b. einer weiteren Begriindung und folglih auch eines weitec-
gehenden Verftindniffes weder fihig, noch bediicftig. Vom philo-
fophifchen Gefichtspunkt aus kdnnen wir uns mit diefer Problem.
lage unmdglich zufrieden geben. Die Huszeichnung der euklidifchen
Geometrie, die ibv vor allen andeven zuteil wird, eticheint uns
von bhier aus gefeben als ein Ritfel, deffen Hufkldrung — auf phdno~
menologifchem Wege — zu verfuchen ift. Die pofitive Wiffenfchaft
(die mathematifche Phyfik) bat aber diefe, von der Philofophie noch

1) Klein, lLc. S. 213-233; 275-3117.
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nicht in geniigendem MafBe geleiftete Klirung nicht abgewartet,
fondern hat bald nadh der Entdeckung der mathematifchen Kon.
tingenz der euklidifchen Geometrie, d. h. nach der HRuffindung des
Beweifes der Widerfprudhslofigkeit einer groflien Anzahl von s nicht-
euklidifchen « Geometrien, fich daran gemadt, diefer ihre aus.
gezeichnete Stellung ftreitig zu madhen und hat — unbekiimmert
um die fiir den Unbefangenen keineswegs verminderte intuitive
Evidenz des euklidifchen Syftems — nicht - euklidifche Mafbeftim-
mungen in die Phyfik eingefiibrt, d. h. dem Weltraum einen nicht.
euklidifchen Chavakter zugefprochen. Die Phviik konnte das auf
Grund einer spofitiviftifchen« philofophiichen Grundhaltung, die dem
Apriori iiberbaupt und befonders dem der »vreinen HAnichauunge
fkeptifch gegeniiberfteht und an jener unbequemen »Evidenz« der
euklidifchen Hxiome vorbeifieht. Der Pofitivismus ift aber, wie hiet
nicht auseinandergefeyt wevden kann, nach unferer phanomeno-
logifchen Auffaffung in feinen Grundprinzipien unhaltbar. So kénnen
wir uns audh feine bequeme Hrt, mit dem Problem der nicht.
euklidifhen Geometrien in der Phyfik fertig zu werden, nicht zu
eigen machen.

Somit ergeben fich fiir uns zwei Hufgaben:

1. Die ausgezeichnete Rolle, die die euklidifche Geometrie als
GeleymiBigkeit des »wirklichen« Raumes (im Sinne des Raumes
der vor der phyfikalifdhen Wiffenfchaft uns anfchaulich gegebenen
»Welte) fpielt, phanomenologifch zu begriinden (Abichnitt I).

2. Den Sinn und das Retht der Anwendung nicht - euklidifcher
Magbeftimmungen in der Phyfik nach phanomenologifcher Methode
zu unterfuchen (Abichnitt 1I).

Endlich werden wir noch diejenige phyfikalifche Theorie, in der
die nicht.euklidifche Geometrie nicht blof in Erwigung gezogen,
fondern als pofitive Grundlage phyfikalifcher Gefetie benutit wird,
ndmlich die Einfteinfche Relativitidtstheorvie befonders
unterfuchen (Abichnitt III).

Erster Abf{chnitt.

Pbadnomenologifche Grundlegung der eukli-
difchen Geometrie flirt den »wirklichen« Raum.

§ 11. Der Umkreis der mdglichen Raumformen.

Ehe wir an die Aufgabe der tranizendental - phanomenologifchen
Begriindung der euklidiichen Geometrie im »wirklichen Raume« heran-
gehen, miiffen wir uns einen Uberblick iiber die Mdglichkeiten ver-
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fchaffen, die fiir das HAxiomenfyftem einer Geometrie des »wirks
lichen« Raumes (d. h. des vorwiffenfchaftlich angefchauten Raumes
der sNatur®) ganz formal beftehen. Wir werden mit andeven
Worten den finguldren, vom formalen Standpunkt aus kontingenten
Charakter des euklidifchen HAxiomenfyftems dadurch berausftellen,
dafl wir es in die Gefamtheit der mdglichen Hxiomenfyfteme bhinein.
ftellen und ibm datin feinen Plat anweifen.

Wir werden bei Beftimmung diefes Umkreifes von geometriichen
Maglichkeiten nicht von dem fehr weiten und eine ganz ungebeure
Menge von Geftaltungen in fich bergenden Begriff der allgemeinften
definiten Mannigfaltigkeit ausgeben kdnnen, fondern wevrden uns
gleich von vornberein davauf befchréinken, lediglich homogene Kon«
tinua in Betracht zu ziehen. Wir werden alfo B. Riemanns?)
Spuren folgen und mit feinem Begriff der »n-fach ausgedehnten
Gréfle« beginnen. Diefer entfpricht durchaus dem homogenen n-di~
menfionalen Kontinuum, das wir in § 3, B bebandelt baben. Dort
faben wir, dafl die geometrifchen Gebilde durch eine fortgefetite
»Verdichtung« des topologifchen Geriiftes einer Mannigfaltigkeit
gewonnen werden, und betrachteten ausfiibrlich den dabei auftre-
tenden Grenzprozef.®?) Jett wird es dagegen unfere Rufgabe fein,
die Haupttypen der topologiichen Negge hinzuftellen. Denn der Limes-
prozeB ift allen vaumartigen Mannigfaltigkeiten gemeinfam; ihre
Unterfchiede kdnnen nur in der Befchaffenheit des topologifchen
Neties ibren Grund haben.

Nadch zwei Seiten nun kann ein folches Netp Untevichiede auf-
weifen:

1. nach feinen topologifchen Eigenichaften im engeven Sinne, ins-
befondere feinen Zufammenbangsverbiltniffen; —
2. nach feiner Mafbeftimmung. —

1. Wir fahen fchon im ecften Teil, daf ein topologifches Nety
entweder offen oder gefchloffen fein kann — d. h. entweder eine
unendliche FAnzahl Elemente enthilt oder nur eine endliche Anzahl.
Innechalb diefer Hauptgruppen gibt es wieder Untergruppen. lhre
genaueve Definition ift Aufgabe der Analyfis fitus als mathematifcher

1) Vgl »liber die Hypothefen, welche der Geometrie zugrunde liegene
(1854). Neu herausgegeben von Weyl. Berlin 1919,

2) Dort fchon ergaben fich ganz beftimmte Stetigkeitsaxiome, die rein
inbaltlich, wenn auch nicht methodifch, mit den CantorsDedekind fchen
dquivalent find, und der Busfchlufl nicht » archimedifcher Geometrien als Kons
fequenz unferes Anfaes fiir den Limesprozef. (Vgl. § 3, C, SchluBanmerkung
auf S. 434.)
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Difziplin.') Uns mufl es hier geniigen, die von uns nidher zu be-
trachtenden Typen nadh bekannten Gebilden vom betrveffenden Zu-
fammenhangstypus zu benennen. So enthdlt das topologifche Net
einer Ebene und eines Zylinders je eine unendliche Anzahl von
Elementen, aber beide find doch durch die HArt ibres Zufammen.
bangs verichieden. Ebenfo find die Kugelfiiche und die Ringfliche
beide gefchloffen. Hber aud fie find im Connexus verichieden.

2. Das Wefen der Metrik baben aud wir fchon im erften Teil
(8§ 3, D) kurz erdrtert. Grundlegend ift der Begriff der Gleich bheit.
Die Mafbeftimmung gibt an, welche Stiicke eines Kontinuums (d. b.
weldhe topologifch ausgezeichneten, in das Kontinuum eingezeichneten
Gebilde) gleich find. Hls Kennzeichen diefer Gleichbeit dient uns
entweder der direkte Gleichheitseindruck, bei der Schidung, oder
die Koinzidenz mit einem unvervidnderlichen Mag(itab, bei detr
Meffung. ‘

Die Einteilung der Raumformen binfichtlich ibrer Metvik erfolgt
durch die Hngabe des fogenannten » Krimmungsmafes«
(Riemann). Ift es konftant im ganzen Raum, fo kdnnen beliebig
grofle Kérper kongruent verpflanzt werden an eine beliebige Stelle.
Ift die Kriimmung insbefondere iiberall gleich Null, fo gibt es Parallel-
verfchiebungen beliebig grofler Kérper auf beliebige Entfernungen:
wir haben die euklidifd e Mafibeftimmung. — Iit das Kriimmungs-
mafl vaviabel, fo ift nur die kongruente Verpflanzung unendlich
kleiner Gebilde moglich. (Es ift bemerkenswert, daB aud ftets eine
infinitefimale Parallelverichiebung mdglich ift.) Diefe Eigentiimlich-
keit der von uns betrachteten metrifchen Mannigfaltigkeiten heifit
nach Riemann »Ebenbeit in den kleinften Teilchene.?)

Wir haben nun zwei Gefichtspunkte fiiv die Klaffifikation der
Raum-Mannigfaltigkeiten kennen gelernt, den topologifchen und
den metrifchen. Diefe beiden Einteilungen kreuzen fich. Jedodh ift
es wichtig, zu bemerken, dafl die topologifichen von den metrifchen
Verhiltniffen nicht ganz unabbidngig find, wenn fie auch keineswegs
durd fie eindeutig beftimmt werden. Die folgende Tafel gibt (nach
den Forfchungen Cliffords, F. Kleins, H. Poincarés,

1) Siehe M.Debn und P. Heegaard, Hnalyfis fitus. Enzyklopddie
d. math. Wiffenfchaften, 1II, A, B, 3; — C: »Connexus« (S. 205ff.)

2) Diefe Eigenfchaft einer metrifchen Mannigfaltigkeit ift bekanntlich
dquivalent damit, dafl das Linienelement in ibr von quadratifcher Form ift.
Dies ift vom formalen Standpunkt aus eine Befchrdnkung, die wir gleichwobl
von Anfang an den metrifchen Mannigfaltigkeiten auferlegen wollen. Die
Griinde dafilr werden fich fpdter berausftellen. (S.u. § 17, C)
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u. a.) die Einteilung der raumartigen Mannigfaltigkeiten nach unferen
beiden Gefichtspunkten.!)

Metrifdbe Eigenfdhaften (C = Kriimmungsmag)

C : konftant C. : konftant C : konftant .
C=0 >0 <o c _ff“’mabe?

(patabolifch) (elliptifch) (byperbolifeh) |C =f %V, zi )
.-~ offen _ offen &
£3 (Ebene) (>byperb. Ebenec) often
23 ichicht- od.tdbrent. _
m : (Zylinder) - geformt wie ein eine grofie
Y3 Kaftenfsrmi Fundamental- Reibe
28 (;i:;ﬂ;:»ng = bereich einer von
?5 — automorpben Mdoglichkeiten
e _ fpbirifch Funktion. (abbdngig vom
2 .g (K.ug'el) (Poincarés Kreis- | Kritmmungsmafl
e _ elliptifch bogenfiguren) »im grofiene),

(Geradenbiindel)

Man fiebt bieraus, dafl die euklidifhe Raumform nadh ihrer topo-
logifchen Eigentiimlichkeit »offen« ift, und in metriicher Hinficht
gekennzeichnet durch das Kriilmmungsmafl Null. Sie ift vom Typus
der sEbene«. Bezeichnen wir den euklidifchen Typus als den
normalen, fo find Abweichungen nach zwei Richtungen méglich:
Anomalien in topologifdher und in metrifcher Hinficht. Die-
jenigen abnormalen Raumformen wevrden unfer Intereffe befonders in
Anfpruch nebmen, die nur in einer Hinficht Abweichungen zeigen,
weil fie geftatten, den Einflul diefer Abweichung rein, ifoliert zu ver-
folgen. So befchaffen find einerfeits die Klein-Cliffordfchen Raum-
formen (metrifch normal, topologifch abnormal), andeverfeits die Loba-
tihewskifchen Raumformen (topologifch normal, metrifch abnormat).

In diefem Abichnitt werden wir uns jedoch nur mit der normalen
euklidifcd en Form befhidftigen und ihre ausgezeichnete Stellung
phdnomenologifich zu begriinden verfudchen.

§ 12. Verfuch einer tranfzendental-
phidnomenologifchen Begriindung devr Giiltigkeit
devr euklidifdhen Geometvie fiit den Raum der[(chlicht
anfdaulichen Natur.

Der Raum der uns umgebenden fichlicht anfchaulichen »Welt«
bhat nach HAnfiht des unbefangenen Menfchen drei Fundamental.

1) Vgl.F. K1ein, »Mathematifche Annalen« 1890 (Bd. 37); F. Envriques,
sEnzycl. d. math. Wiffenfch.« 1Il. AB 1, VI. Zufammenbangsvetbdltniﬁe des
unbegrenzten Raumes, Nr. 36 ~38.

Hufferl, Jabrbuch f. Philofophie VI, 31
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eigenichaften, die ficdh in mathematifcher Sprechweife fo aus-
driicken laffen:

a) Ev bhat das Kriimmungsmaf Null,

b) er ift offen,

c) er bhat drei Dimenfionen.
Alle drei Eigenichaften bedeuten eine anicheinend kontingente Speziali-
fierung der allgemeinen ldee der Raumform. Es evhebt fich alfo
das Problem, die ausgezeichnete Stellung diefer euklidifchen
Geometrie verftindlih zu madhen. Wir miiffen fie als notwendig
und ibre Kontingenz als nur {cheinbar nachweifen. Dabei werden
wit uns auf unfere Kenntnis der pbhanomenologifchen Konftitution
des Raumes ftiigen. Es wird dabei davauf ankommen, den eukli-
difchen Charakter des homogenen Raumes zu erweifen. Die niederen
Konftitutionsichichten miiffen fo befchaffen fein, daf} fich diefes Re-
fultat ergibt; ob fie felbft ebenfalls euklidifch find, mufl die Unter-
fuchung lebren.

A. Phdnomenologifche Begriindung der euklidifchen
Metrik.

Wir teilen unfere Unterfuchung nach der benutten Methode in
zwei Untevabichnitte. Im erften wollen wirt sontologifdh« vor.
geben, d. h. unterfuchen, weldche Beftimmungen aus dem Wefen des
fertig konftituierten Raumes zu entnebmen find. Im zweiten geben wir
dann, in einer im engeren Sinn sphdnomenologifden« Be-
trachtung, zuriick auf die Konftitution des Raumes im reinen Bewufit-
fein und bebandeln die in den einzelnen konftitutiven Sdhichten
beftehenden Verhiltniffe.

1. Ontologifche Unterfuchung der euklidifchen Metrik.

Die Grundbeftimmung des homogenen Raumes ift es, principium
individuationis zu fein. Genauer gefagt, ift er das fekundidre
Individuationsprinzip der Natur, wihvend die (kosmifche)
Zeit das ervfte ift. Ift diefe Eigenfchaft des Raumes vielleicht im
Stande, das Befteben einetr konftanten und verfchwindenden Raum-
kritmmung zu ecklidren?

Schon von Riemann und Helmbolg!) ift bekanntlich der
Gedanke ausgefprochen wovrden, daf die Forderung der »Exiftenz
von Korpern unabbidngig vom Otrt« (Riemann) oder »der freien

1) Riemann, Uber die Hypothefen, welche der Geometrie zu Grunde
liegen. Habitilations~Vortrag 1854. Helmb olt, Uber die Tatfachen, welche
der Geometrie zu Grunde liegen. Géttinger Nachrichten 1868, math..pbyf. Klaffe.
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Beweglichkeit« (Helmbolt) mathematifch dquivalent fei mit det
Konftanz des Kriimmungsmafes iiberall im Raum. Es liegt nun
offenbar im Sinne des principium individuationis als Mediums det
Wiederholbarkeit, dafl allenthalben in ibm ibren »inneven«
Eigenfchaften nach (d. b. bis auf die »Lage«) identifdhe Kdeper
exiftieren konnen. Die ecinfache Befinnung auf die wefensmifige
Bedeutung eines principium individuationis geniigt alfo, um die
Exiftenz der kongruenten Verpflanzung und damit die Konftanz des
Kriimmungsmafies ontologifch und tranizendental (als Bedingung der
Méglichkeit, als principium individuationis zu fungieren) zu begriinden.

Damit ift aber noch nicht die Notwendigkeit nachgewiefen, dafd
der konftante Wert des Kriimmungsmafes gleich Null ift. Um dies
zu erweifen, bedarf es einer Verichdrfung des eben dargelegten
Gedankengangs. Zu ihr gelangt man durch folgende liberlegung:
Wiederholbarkeit im ftrengften Sinn befagt, daf} keines der wieder-
holten Objekte vor dem andern in irgendeiner Hinficht ausgezeich-
net zu fein braucht. Die die »Wiederholung« (die individuatio des
vollen Konkretums Raumfigur) ausdriickende geometrifche Trans.
formationsgruppe!) darcf alfo keine ausgezeichneten Punkte befijen.
Daraus folgt aber, dafl jene Transformation eine Translation ift.
Genauer: es mufl mdglich fein, eine beliebige Anzabl Objekte fo im
principium individuationis, im Feld der freien Wiederholbarkeit an
einer beliebigen Stelle anzuordnen, daf} keines von ibnen und audh
kein Paar, Tripel ufw., das aus ihnen gebildet ift, ausgezeichnet ift.
Um diefe Mdglichkeit ficherzuftellen, ift es notwendig, daf die Gruppe
der kongruenten Verpflanzungen (ftarren Bewegungen) als Untetr-
gruppe die Gruppe der Translationen befist. Das befagt aber nach
bekannten mathematifchen Sidggen, dafl die Metrik des Raumes eu.
Kklidifch ift (daB das Riemann’iche Kriimmungsmaf iibevall vet-
fchwindet).?)

Eine etwas andere Faffung derfelben Bedingung ift folgende:
Es ift gefovdert durch die Eigenichaft des Raumes, principium in.
dividuationis zu fein, die Mdglichkeit einev Zerlegung des gefamten
Raumes in kongruente Gebiete, insbefondere in veguldre Polyeder

1) Im Sinne Lie’s und Hilberts. — Vgl Lie, Leipziger Berichte,
math.: phyfik. Klaffe 1890 und »Theorie der Transformationsgruppen«. (Leip-
zig 1893), 1II. Abfchn., Abteilung 5. — Hilbert, Grundlagen der Geometrie.
(3. Bufl.,, Leipzig 1909), Anbang IV.

2) Vgl. iiber die Translationsgruppe: Weyl, Raum, Zeit, Materie.
(4. Bufl,, Berlin 1921), S. 13ff. — Brouw e, Math. Ann. 72, S. 37ff. — Uber
das Ver{chwinden des Kritmmungsmafies, Weyl, 1, c. S. 106 oben.

31"
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(bzw. der Ebene in reguldre Polygone). Diefe find dann zugleich
die natiirlihen Einbeitsmafle des Raumvolumens. Nur im drei-
dimenfionalen euklidifchen Raum gibt es einen folchen raumfiillenden
reguldren Korper, den Wiirfel, nur in der euklidiichen Ebene der-
artige Vieledke, nidmlich: Das veguldre Dreieck, Vierveck (d. i. das
Quadrat) und Sechseck. —

Damit ift eine tranfzendentale Begriindung der -euklidifchen
Metrik angegeben. Erwidbnt feien noch zwei andere Gedankenginge,
die vielleicht zu einer ebenfolchen Begriindung ausgeftaltet wevden
konnen, wenn fie auch weniger divekt find. a) Die Exiftenz geo-
metvifch @bnlicher Figuren ift charvakteriftifch fiir die eukli.
difche Metrik. Die Hbnlichkeit ift aber eine notwendige Bedingung
dafiiv, dafl es eine von der Grdfe einer Figur unabhingige Geftalt
gibt. Man kdnnte nun vielleicht die Forderung an den Begriff des
individuierenden Prinzips ftellen, die von den eigentlichen »inneten«
Eigenichaften von gewiffermafien qualitativem Charakter'!), nimlich
den geftaltlichen Eigentiimlichkeiten, unabhidngige Grdflenbeltimmung
mit zu leiften, in derfelben Weife, wie es die Ortsbeftimmung leiftet.
Dann wire ein echtes Konkretum feiner Gréfle nach noch unbeftimmt
und die Fixierung derfelben wiirde nicht durch weitergehende
Spezialifierung, fondern durch »Vereinzelung« im principium in-
dividuationis zu erfolgen baben, wozu dann noch die weitere Ver-
einzelung der Lage nach kdme. Natiirlich wivre bierbei die Verein-
zelung erfter Hrt von der gewdhnlich allein fo genannten zweiter Hrt
zu unterfcheiden. Dafl es fich aber auch bei der »Vereinzelung« der
Gréfle nach nicht um eine »Spezialifiecung« im qualitativen Sinn han-
delt, fcheint uns davaus mit Evidenz bhervorzugebhen, dafl im homo-
genen Raum alle Gréfenbeftimmungen velativ auf eine beftimmte Maf-
einbeit find.?) — Diefe Gedankenteibe bedarf aber noch der niheren
Busfiibrung und fchdrferen Faffung. b) Die Unabbidngigkeit
derRidbtung vom Ort ift ebenfalls ein Kennzeichen der eukli-
difchen Metrik. Indeffen ift es beffer, diefe Frage einer phdnomeno-
logifchen Betrachtung im engeren Sinn zu untecziehen (f. S. 489). —

1) »qualitativ« ift bier von einer Eigenfchaft der Raumfiguren ge-
braucht und bhat mit den Qualitditen der Raum fiille nichts zu tun.

2) Man konnte biergegen einwenden, daffl bei nichtverichwindendem
Kriilmmungsmaf} diefe Relativitit der Gréfie nicht mebr beftdnde und doch
der Raum, fofern nur die Kriimmung konftant bliebe, als homogen bezeich-
net werden miifite. — Aber was wir fagen wollen, ift ja nur, dafl ein folcher
Raum feine Funktion als princ. indiv. nicht voll erfiillen wiirde, indem nam-
lich in ibm eine Beftimmung, die (bei anderer Raumftruktur) relativ fein
kdnnte, abfolut wird (alfo gewaltfam zu einer qualitativen gemacht wird).
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2. Phénomenologifche Unterfuchung der euklidifchen Metrik.

Obwobl die tranfzendentale Notwendigkeit dev euklidifchen Metrik
durch die vorftehenden ontologifchen Betrachtungen véllig gefichert
ericheint, fo ift es doch nichtsdeftoweniger von Wichtigkeit, zu untet-
fuchen, wie in den verichiedenen konftitutiven Unterichichten des
Raumes die metrifchen Verhdltniffe liegen miiffen, damit fiiv den
bomogenen Raum die euklidifche Metrik zuitande kommt.

Fundamental fiir die Begriindung der euklidifchen Metrik im
homogenen Raum war das Befteben der kongruenten Verpflanzung.
Wie konftituiert fich diefe Transformation in den verfchiedenen rdaums-
lichen Sdchichten? Kongruenz von Figuren kann man zuriickfiihren
auf die Gleichheit der entiprechenden (homologen) Strecken; die
Frage ift alfo zuriickfiibrbar auf folgende: Wie konftituiert fich die
Streckengleichheit? Diefe nun ilt zuriickfithrbar auf zweierlei Grund-
phidnomene: Ec{tens: den unmittelbaren Gleichbeitseindruck. (D. h.
auf die »finnliche« Gleichheit im ovientierten Raum.) Zweitens:
das Bewufitfein der fubjektiven Bewegung (Kinifthefe). D. b. die-
jenige Verdanderung eines anfchaulichen Gegenftandes der betreffenden
phianomenologifchen Schicht ift eine kongruente Verpflanzung (ftarre
Bewegung), die durch eine fubjektive Bewegung kompentiert werden
kann. (Diefes Phdnomen ftritt in jeder konftitutiven Schicht auf.)

Die erfte Art von Gleichbheit tritt in der evften und dritten Kone.
ftitutionsfchicht gewiffermafien ifoliert auf: im »ovientierten« prifpa~
tialen Feld (dem Sinnesfeld, als bervorragendites Beifpiel: im Sehfeld)
und im orientiertten Raum. Im Sinnesfeld begriindet fich in primi.
tiviter Weife eine »Geometrie« der finnlichen Figuren. Obwobl bier
fchon anfchauliche »ldealgebilde« auftreten, fo find fie doch nicht un.
begrenzt approximierbar (§ 9); deshalb trdgt auch die fich auf fie
beziehende Geometrie einen approximativen Charakter. Ebenfo ver~
biit es fich mit der anichaulichen Gleichheit im ovientierten Raum,
der »fkiagraphifchen« Gleichbeit: auch fie ift ftets nur approximativ
gegeben, denn fie bat ja als Kriterium den unmittelbaren Eindrudk,
wobei die anichauliche, intuitiv den beiden »Breiten«-Dimenfionen
angeglichene »Sehtiefe« mit in das divekt gegebene Phdnomen ein-
geht. Von cinem Hineingeben in einen »Innenhovizont« ift bier
keine Rede.

Im Gegeniay dazu bilden die in den einzelnen Raumichichten
kiniftbetifch fich konftituierenden Gleichheitsrelationen ein fich durdh
den ganzen konftitutiven Aufbau hinducchziebendes Syitem. Die
Konftitution einer hdheren Schicht aus der ibr vovangebenden (det
liw 4 1]t Schicht aus der n'") erfolgt dadurch, daf eine Mannig-
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faltigkeit von Gegenftinden der erften Schicht (d. h. der n'") zu
einem Gegenftand der nidchithdberen Schicht (der [n + 1]'*") zu-
fammengefaft wird; der Art, dafl die Gegenftinde der n'*" Stufe
auf der (n -+ 1)*" Stufe als »Erfcheinungen« (Hfpekte) des Gegen-
ftandes der (n + 1)*" Stufe fungieren. Auf jedev Stufe ift aber ein
Gegenftand (diefer Stufe) dadurch gekennzeichnet, daB er mit fich
identifch bleibt im Wedhfel feiner Afpekte und dies ift wiederum da-
durdh feftftellbar, dafl jener Afpektwandel durdh fubjektive Bewegung
riickgdngig gemadcht werden kann. Bei der Evreichung einer héhevren
Konftitutionsftufe kommt demnach eine neue Art Afpektwandel hinzu,
gegeniiber dem der nunmebr erveichte Gegenftand invaviant ift.
D. h. die Gruppe der den Gegenftand nicht indernden Transformationen,
(der kongruenten Verpflanzungen oder ftarren Bewegungen) gewinnt
neue Transformationen hinzu, wenn eine hdhere Stufe erveicht wied.
Die umfaffendfte Transformationsgruppe ift fomit die der ftarren
Bewegungen im bomogenen Raum, davon find die » Bewegungen« (fo-
weit fie kinéflthetifch chavakterifierbar find) im ovientierten Raum eine
Untergruppe (es bandelt fich um die Drebungen und die Bewegungen
»fenkrecht« zu den »Radien« des orientierten Raumes), von diefen find
wieder die okulomotorifchen Bewegungen eine Untergruppe (ndmlich
die eben »fenkvecht« genannten Bewegungen fiiv fich genommen).
Weiter gelangt man aber auf diefem Wege nicht; die kinifthetifch
charaktervifierten Bewegungen im Raume find damit erichpft.

Das Nebeneinanderbeftehen diefer beiden Hrten, die »Bewe-
gung« zu kennzeichnen, fiihrt zu einer gewiffen Schwievigkeit. Es
echebt fich namlich die Frage, in welchem Verbhdltnis die «eindrucks-
mifig« charakterifierten Bewegungen (die »finnliche« und die »fkia-
graphifche«) zu den »kinifthetifch« gekennzeichneten ftehen. Dem in-
neven Wefen der beiden Kennzeichnungen nach fcheint ein Zufammen-
bang nicht notwendig beftehen zu miiffen. Die beiden zur Cha-
vakteriftik benuten Grundphidnomene find offenbar ganz unab-
bédngig voneinander. Es ift andererfeits ein kontingent aprviotvifcher
Umftand gegeben, der jene Phanomene zulammenkoppelt. Im
Zentralgebiet des Sebfeldes und ganz ebenfo im Zentralgebiet des
orientierten Raumes fallen finnliche bzw. fkiagraphifche Gleichbeit
mit dev kindftbetifch chavakterifierten Kongruenz zufammen; — in
den peripberen Gebieten aber weichen fie in ftetig nach dem »Rand«
zu wachfendem Mafle ab. Es bandelt {ich beim préfpatialen Feld
um die fchon von Helmbolg feftgeftellte Tatfache, daB ein finnlich
gleich gearbeitetes Quadratnets vom Standpunkt der okulomotorifchen
Gleichheit aus an den Randern verzertt ift. (Helmbolg’ »Schach-
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brettfigur«)'). Beim Raum felbft kommt die bekannte Erfcheinung
in Betracht, daB fich entfernende Gegenftinde zundchit ibre »Seh-
grdfle« beibehalten (Stumpf)?), dann aber, fobald die eigentliche
»Nabfpbhdre« iiberichritten ift, fich »peripektivifch« verkleinern. —
Die Léfung diefer Schwierigkeit liegt nun darin, daf die ganze in
fich einbeitliche Struktur der Raumkonftitution eine Harmonie der
beiden Gleichbeitsdefinitionen erfordert. Nur vermdge des Um-
ftandes, dafl unmittelbar anichauliche und kiniftbetiich chavakterifiecte
Gleichheit wenigftens in gewiffen Sphdvren iibereinftimmen, ift es
moglich, zu einer eindeutigen Beftimmung der Kongruenz zu ge-
langen. Nur fo ift es moglich, die in den Randgebieten auftretenden
Diskrepanzen durch die Begriffe »Schein« und »Wirklichkeit« aus-
zugleichen. Wiirde fich der peripektiviiche »Schein« unter keinen
Umftdnden als folcher entpuppen, niemals audh anfchaulich in Wirk-
lichkeit tibergehen, fo wiirde die lefste vein anfchauliche Beftdtigung
der auf Grund der Kinifthefe vollzogenen Gleichbeitsapperzeption
feblen. Hierbei fillt noch befonders ins Gewicht, daf ein wichtiges
Moment bei der Konftitution der okulomotorifchen Figur aus detr
finnlihen und ebenfo bei der Konftitution des homogenen geome-
trifdhen Korpers aus dem »Skiagrapb« im orvientierten Raum die
Eigenfchaft der jeweiligen Zentvalgebiete ift, optimale Gebiete der
Deutlichkeit und Fiille detr anfchaulichen Qualititen zu fein. Im
optimalen Gebiet triigt die unmittelbare HAnfchauung nicht, weder
binfichtlich der qualitativen Raumfiille, noch binfichtlich der Raum-
geftalt und -gvofle. Deshalb mufl bier die Gleichbeit am unmittel-
baren Eindruck ficher erkannt werden kdnnen und in ibm ibr pri-
midres Kennzeichen bhaben. Soll man nicht in einen unldsbaren
Konflikt kommen, fo mufl alfo hier das kinidfthetiiche Kritevium mit
diefem primdren Kennzeichen iibereinftimmen.

Nachdem wir fo die Grundziige der Konftitution des Gleich-
beitsbegriffs dargelegt baben, gehen wir zu der Frage iiber, welche
Metrik in den ecinzelnen Raumfichichten herrichen muf}, damit die
Metrik des homogenen Raumes euklidifch witd.

Der otvientierte Raum kann aufgefaft werden als beftehend aus
einem Strahlenbiindel mit dem Standpunkt des Ichleibes als Scheitel

1) v. Helmbolg, Handbuch der phyfiologifchen Optik. 2. Aufl. Ham.
burg 1896, S. 695. — Vergl. auch: Hering, der Raumfinn und die Bewes
gungen des Auges in Hermanns Handbuch der Pbyfiologie 111, 1. Leipzig
1879; S. 370.

2) Uber den plychologifehen Urfprung der Raumvorftellung (Leipzig 1873),
S. 207,
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(genau genommen bandelt es fidh um das Orientierungszentrum),
wobei die in der Ferne gelegenen Stiicke der Strablen gewiffer-
maflen in ein Medium der Ungewiflheit tauchen, das als &duflere
Grenze des Raumes fungiert, den Fernborizont. Nutr die Nahfphidre
ift einer geometrifchen Beftimmung zugidnglich. Und in ibr bercicht
die euklidifiche Metrik, d. h. die fkiagrapbhifche Gleichheit ergibt,
wenn man fie als Mafirelation zugrunde legt, die Raumkriimmung
Null. Die Orientiertheit um einen Punkt als Zentrum #ndert daran
nichts. Irgendeine Schwierigkeit tritt nicht ein.

Fiir das okulomotorifche Feld evgibt dies eine [pbharifche Struktur.
Denn jedem Strahl des Orvientierungsbiindels entfpricht eindeutig
ein Punkt des okulomotorifchen Feldes.

Das Sebhfeld (wie auch u. U. die Taftfelder) bat auf Grund feinet
»finnlichen« Mafftruktur einen euklidifdhen Charakter. Dies folgt
auch davaus, daB es das vor aller tranfzendenten Konftitution ge-
legene, rein immanente prinzipium individuatonis zweiter Art, d. h.
das zweite nach der immanenten Zeit ift.

Nun fiibrt dies aber zu einer Schwierigkeit. Das okulomotoriiche
Feld entfteht aus dem Sebfeld durch eine einfache Husweitung, d. h.
ein Hineingeben in den Huflenhorizont. Die inneve Struktur des
Sebfeldes bleibt dabei notwendig erhalten. Zu diefer gehdrt aber
auch feine euklidifche Metrik. Hllo miifite auch das okulomotorifche
Feld eine foldhe euklidifche Metrik befiten, was aber, wie wit faben,
nicht der Fall ift. — Man kénnte daran denken, fiir diefe Diskre-
panz zwifchen der Metrik der beiden prifpatialen Felder die beiden
moglichen Gleichheitsdefinitionen (finnliche und kindfthetifche) ver-
antwortlich zu machen. Hber bei nidberer Uberlegung wird man
finden, daB dies nicht angeht. Denn im Zentralgebiet des Sehfeldes
decken fich ja beide Definitionen und man kann durch geeignete
»Augenbewegungen« jeden Teil des okulomotorifchen Feldes mit
dem Zentvalgebiet des Sehfeldes zur Deckung bringen. Uberall im
okulomotorifchen Feld miiite alfo die euklidifche Metrik berrichen.
— Die Aufldfung der Schwierigkeit ergibt fich aber auf folgende
Weife: Man befinne fich auf die eigentiimliche Struktur der pri-
fpatialen Kontinuen. (Vergl. § 9A.) In ihnen gibt es eine imma-
nente Schwelle der Mefigenauigkeit. Es gibt eine kleinfte noch eben
mit andeven Strecken vergleichbatre Strecke und ebenfo eine grdfite
mefbare Strecke. Den Quotienten (Maximalftredke : Minimalftrecke)
nannten wir den »immanenten Genauigkeitsmodul« (f. S.469). Die
Minimalftrecke ift beim Sehfeld und beim okulomotorifchen Feld
offenbar diefelbe, denn Sehfeld und okulomotorifches Feld verbalten
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fich wie Darftellendes und Datgelftelltes; im Grenzfall dev »optimalen
Darftellung« kommen fie deshalb ibrer inneven Struktur nach zur
Deckung. Hber die Maximalftrecke ift verichieden: fie ift beim Seb-
feld der Durchmeffer des noch voll deutlichen Zentralgebiets, beim
okulomotorifchen Feld ein um die von ibm gebildete fphirifche
Mannigfaltigkeit herumlaufender »grdfiter Kreis«. Die leiteve Strecke
ift bedeutend grdfier als die ecfte. Mithin ift der simmanente Genauig-
keitsmodul« im okulomotorifchen Feld wefentlich grdfler als im Sehfeld.
D. h. eine die maximale Husdehnung noch nicht erreichende okulomo-
tovifche Figur (z. B. ein Dreieck) kann fchon ein deutliches Anzeichen
von fphidriicher Kriimmung zeigen (ein deutliches Ubertreffen der
»euklidifchen« Winkelfumme 2R, d. h. einen fog. »fphdrifchen Ex-
zef«), wihrend felbft eine maximale Sebfeldfigur wegen ihrer ge-
vingeren Ausdebnung noch keine Kriimmung aufweift, innevbalb dev
Grenzen ibver wefensmiflig befchrdnkten Genauigkeit!). — Somit
baben wir folgende Léfung: das Sebfeld ift »approximativ« euklidifch,
das okulomotorifche Feld »approximativ« fphidrifch; es ift dies kein
Widerfpruch, wenn auch das eine ein »Stiick» des andeven ift, denn
relativ kleine Teile fphérifcher Mannigfaltigkeiten (feien fie nun exakt
oder approximativ fpbdriich) find approximativ eben (euklidifch). —

Es bleibt uns nodh iibrig, ehe wir die Phdnomenologie der euklidi-
fchen Metrik verlaffen, einen Blick auf die oben angegebene Cha-
rakteriftik derfelben zu werfen, daB fie dadurch ausgezeichnet fei,
daB fie die »Unabhidngigkeit der Richtung vom Ort« geftatte. Dies
lduft ndmlich offenbar davauf hinaus, dafl die Gruppe der Bewe-
gungen im homogenen Raum zerfpaltbar iit in die der Verichiebungen
ohne Drebung (Translationen) und die der veinen Drehungen ohne
Verichiebung. Nun find die genannten Gruppen aber duvch ihre
konftitutiven Eigenichaften wirklich veinlich gefchieden. Verfete ich
mich in den zu bewegenden Kérper, fo entfpricht eine Drebung
einer rein okulomotorifchen Bewegung, d. h. einer Transformation
des vom Orientierungszentrum ausgebenden Strahlenbiindels in fich
felbft. Eine veine Verfchiebung aber entfpricht einem Hineingehen
in die »Tiefe«, den Innenhorizont, unter Fefthaltung des Sebhfeld-
mittelpunktes, d. h. unter Vermeidung jeder okulomotorifchen Be-

1) Es bandelt fich bier um durchaus immanente, in den puren Phédnomenen
felbft gelegene Eigentiimlichkeiten. Die Sebfeldfigur bat nicht etwa eine
»nicht merkliche« Kriimmung. Dies wiirde vorausfeten, dafl man ibr eine
beliebig genau zu machende »ldealfigur« im tranfzendenten Sinn fubftruieren
kdnnte, HAber das ift wefensméfig unmdglich, denn das Sebfeld bat als folches
ja keinen »Innenborizont«.
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wegung. — Hieraus kann man, wie bier nicht ndber ausgefiibrt
fei, ebenfalls ecine tranfzendentale (und zwar pbhinomenologiiche,
nicht ontologifche) Begriindung der euklidifchen Raummetrik ent-
nebmen.

Anmercrkung: Die voritebenden Betrachtungen zeichnen fich
durch eine ausichlieiliche Bevtickiichtigung des vifuellen Raumes aus.
Das bat feinen Grund davin, dafl hier die Verbiltniffe febhr viel
duvdhiichtiger find als im Taftraum. Prinzipiell ergeben fich audh
dort die analogen Fragen, die aber nod wenig erforfht und
fchwierig find. Wir miilfen uns desbhalb davauf beichrdnken, ge-
legentlich einzelne Punkte, in denen die Bbweichung gegeniiber
dem vifuellen Raum fiit die gerade bebhandelten Probleme widchtig
ift, zu evdrtern.

B. Phanomenologifche Begriindung des euklidifchen
Connexus.

Die eben tranfzendental begriindete cuklidifche Metrik beftimmt
zwar nicht eindeutig die Zufammenbangsverhiltniffe (den Connexus)
der Mannigfaltigkeit, in dev fie hervicht, aber fie geftattet dodh nur
wenige topologifche Mdoglichkeiten: aufler demn offenen, einfach zu-
fammenbdngenden Raum der euklidifchen Geometrie gibt es nur
noch die fogenannten Klein-Cliffordfcden Raumformen, die
das Kriimmungsmafl Null befigen.

Fiir den zweidimenfionalen Fall ift die Sache leicht anfchaulich
zu madhen. Hufler der Ebene (euklidifcher Fall) gibt es noch den
Zylindermantel und eine Mannigfaltigkeit, die den Zufammen-
hang der Oberfliche eines Ringes (Wulltes) befigt, welche mit
dem Befteben einer euklidifchen Mafbeftimmung verveinbar find.')

Betrachten wir den »zylindrifchen« Fall ndher: Schneidet man
den Zylinder ldngs einevr Mantellinie durch und vollt ibn auf, fo
erhdlt man einen ebenen Flichenftreifen von unendlicher Linge
aber endlicher Breite. Unendlich viele folcher aneinandergelegter
Flidenftreifen machen erit die ganze Ebene aus. Denkt man fich
auf dem Zylindermantel ecine Fiille (etwa matevieller Art) aus-
gebreitet, fo wird diefe nur einen Teil der Ebene ausfiillen. Will
man den geichloffenen Chavakter des Zylinders darftellen, fo muf
man die Struktur der Fiille unendlich oft, identifch in jedem Streifen
wiedecholen.

1) Alles Ndbere in mathematifcher Hinficht iiber die Klein-Clifford-
fchen Raumformen findet man in dem HAuffag F. Kleins »Uber die fo:
genannte nichteuklidifche Geometrie«. Math. Ann. Bd. 37 (1890).
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Der rvingférmige Fall wird durch die Teilung der Ebene in
Rechtecke dargeftellt, innerbalb devren fich alles identifch wiedervholt
(fo wie die Werte einer doppelt-periodifchen Funktion in der kom-
plexen Ebene). Man etrkennt dies leicht, wenn man den Ring
einmal quer durchichneidet und dann nochmals einen kreisfdrmigen
Schnitt durch ihn fiibrt, ldings des Weges eines feiner Punkte, bei
der ibn erzeugenden Rotation (der Ring entftebt ja bekanntlich durch
Rotation eines Kreifes um eine aufecbalb feiner befindliche HAchie).
Man echdlt fo eine einfach zufammenbidngende Fliche, die man
unter Verzerrung in ein ebenes Recdhteck umformen kann.

Im dreidimenfionalen Fall find devartige Veranfchaulichungen
durch Zerfchneiden von geichloffenen Flichen nicht mdéglich. Man
kann fich aber fragen, welche Mdglichkeiten der Periodizitdt es gibt.
Die Antwort ift klar: es gibt einfache, zweifache und dreifache
Peviodizitit. Man kann den unendlichen Raum

1. durch eine Sdhar paralleler H&dquidiftanter Ebenen in
»Bdichten« zerlegen oder

2. durch zwei Scharen folcher Ebenen in lauter kongruente
vierkantige » R6hren « oder

3, durch drei Ebenenicharen in kongruente Parallelepipede

(«Kidften«).

Alle Klein-Cliffordichen Raumformen kénnen alfo daduvch
auf den unendlichen euklidifchen Raum abgebildet wevden, daf
man alle mdglichen Inbalte diefes Raumes fich einfach, zweifach oder
dreifach peviodifch wiederholt denkt. Man kann aber nicht um-
gekebrt den ganzen euklidifchen Raum auf eine Klein-Cliffordiche
Form abbilden.

Nach diefen Erlduterungen fiibvt uns eine einfache ontologifche
Betrachtung zum tranfzendentalen Verftehen der ausgezeichneten
Natur des euklidifchen Raumes.

Die Periodizitat des Rauminbhalts ift eine Belchrdinkung desfelben
durch die bloBe Raumform, die doch lediglich das principium indi-
viduationis fein foll. Die euklidifche Form leiftet als principium
individuationis dasfelbe wie die Klein-Cliffordichen Formen. Diefe
letiten fiigen lediglich eine neue Gefettmifigkeit hinzu, ndmlich die
Perviodizitit. Eine folche, die Freibeit des Inbaltes einfchrdnkende
Gefemaifigkeit, ift nicht mebr Sache des principium individuationis.
Deshalb mufl — unter Vorausfetung der euklidifchen Metrik — die
unpeviodiiche (d. h. keine Pevioden ausfchlieBende, aber auch keine
vorichreibende) Form des Zufammenbangs gewidblt werden, und
das ift: der einfache, offene Connexus des euklidifchen Raumes. —
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Damit befchliefen wir den HAbichnitt iiber den Connexus des witk:
lihen Raumes, weil hier eine phdnomenologifche Betrachtung (im
engeren Sinne) nichts Neues hinzufiigen kénnte.

C.Phdnomenologifche Begriindung der Dreidimenfiona-
litdt des wirklichen Raumes.

Es bleibt uns nodh iibrig, die dritte fiit den euklidifchen Raum
chavakteriftifche Eigenfchaft zu betrachten, die vorzugsweife als kon.
tingent und nicht aus einem gréfieren Zufammenbang bhevaus ver-
ftindlich angefeben wird, ndmlich feine Dreidimenfionalitit.

DaB der Raum der Natur gevade drei Dimenfionen hat, nicht
mebr und nicht weniger, gilt im allgemeinen fogar als eine em-
pitifche Tatfache. Hber fchon eine geringe Befinnung zeigt, daB es
fich hier nicht um das Ergebnis einer naturwiffenfchaftlichen Beobadh-
tung handelt, fondern daf alle rdumlichen Objekte, die man jemals
wird beobachten kdnnen, a priovri als dreidimenfionale beftimmbatr
find. Der dreidimenfionale Weltraum ift der Rabmen, in den alle
materiellen Beftimmungen der Natur hineingezeichnet wervden. Wit
haben bier ein typifches Beifpiel des »kontingenten Bpriori« vor uns.

Bei diefer Kontingenz kann fich aber die tranfzendental ge-
richtete Phdnomenologie niemals berubigen. Es wivd fiit fie zum
Problem, diefe Kontingenz zu iiberwinden duvch das tiefere Ein-
dringen in die tranfzendentale Struktur der Raumkonftitution, d. b.
in die Art und Weife des notwendigen Bedingtfeins der Eigenichaften
des homogenen Raumes durch die der niederen Sdhichten.

Bevor wir zur Darlegung eines Verfuchs der tranfzendentalen
Begriindung der Dreidimenfionalitit des Raumes iibergehen, wollen
witr noch kurz zu einer Bemerkung Weyls Stellung nehmen, die
ebenfalls das Ziel hat, jene fcheinbar zufillige Eigentiimlichkeit des
Raumes verftindlich zu machen. Weyl zeigt!), daf in einer anderen
als gerade vierdimenfionalen Welt (mit dvei Raum- und einer Zeit-
dimentfion) eine gewiffe, dem univerfellen »Wirkungsprinzip«, das
die Naturvorgiange vegelt, zugrunde liegende Invavriante von befon-
devs einfachem Bau nicht exiftieren kann und zwar aus tein formal-
mathematifchen Griinden. Daraus, meint Weyl, wird die Drei-
dimenfionalitdit des Raumes begreiflich. Wit miiffen dazu bemerken,
daBl, fo merkwiirdig die Weylfche Beziehung ift, fie doch keines-
falls tranfzendental gewendet werden kann. Dafl eine mdglichft
»einfache« Formel in der Natur gilt, kdnnte allenfalls feinen Grund

1) Raum, Zeit, Materie (4. Aufl, Berlin 1921), S. 259 und 282.
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in einer in ihr waltenden »Verniinftigkeit« bhaben (»bharmonices
mundi« nach Keplers Husdruck). Der Grundgedanke der tran-
fzendentalen Betrachtungsweife befteht aber gerade darin, alle
Notwendigkeit in die Konftitution der Welt im veinen Bewufitfein
zu verlegen, fo daf alle »Harmonie der Welt« fich als eine Bedin-
gung der Moglichkeit einer Welt iiberhbaupt verftehen ldfit, obhne
die eine Welt iiberbaupt nicht wiirde beftehen kdnnen. Dagegen
ift bei Weyl die »Weltharmonie« ein metaphyfifches Prinzip,
das das Walten einer géttlichen oder kosmifchen Vernunft da an-
erkennt, wo an fich aucdh Unvernunft mdglich wire; dies lduft etwa
auf Leibnizens Konzeption der »beften aller mdglichen Welten«
binaus. — Damit foll die pbhilofophiiche Bedeutfamkeit dert Weyl-
fchen Bemerkung in keiner Weife herabgefetit werden; nur weifen
wir ibr ibre vichtige Stelle an: in der Metaphyfik, nicht in
der tranfzendentalen Phianomenologie. Hllerdings
wiirde eine gelungene tranfzendentale Begriindung der Dreidimen-
fionalitit auch die metaphyfiiche Bedeutung der Weylfichen Be-
ziehung zunichte machen. Denn es wére dann ja die Dreidimen-
fionalitit als eine notwendige Bedingung der Exiftenz einer Welt
iiberhaupt erwiefen, es kdnnte alfo aus ihr ein Schlufl auf ein kos-
mifches Vernunftprinzip nicht mebr gezogen werden!). —

Nunmebr wenden wir uns zu dem Verfudh einer tranizenden-
talen Begriindung der Dreidimenfionalitat des »wircklichen« Raumes
und zwar fogleich zu phdnomenologifchen Betrachtungen im engeren
Sinne, da uns die Frage auf ontologifhem Wege nicht angreifbat
ericheint.

Wir vollziehben die »tranfzendentale Deduktion« in drei Schritten:

1. zeigen wir, dal der homogene Raum e ine Dimenfion mebht
bat als das Sinnesfeld, von dem die Konftitution ausgebt, d. b.
ein n-dimenfionaler homogener Raum bedingt ein (n - 1)-
dimenfionales Sinnesfeld und umgekebhrt;

2, weifen wir nach, daf} das Sinnesfeld nicht nur eine Dimen-
fion haben kann, fondern me b v dimenfional fein muf};

3. geben wir Griinde dafiiv an, dafl das Sinnesfeld nicht drei
oder mebr Dimenfionen befigen kann. — Es bleibt fomit nur
die Mdglichkeit, daB das Sinnesfeld z w eidimenfional ift, und
dies befagt nach (1) dafl der homogene Raum dr e i dimentfional
ift, womit die Deduktion vollendet ift.

1) Zur ldee einer Metapbyfik und eines gottlichen Prinzips in der Natur
vgl. Hufferl, »Ideen« § 58 und die Anmerkung am Schlupf des § 62 (S. 119)
ferner in der Einleitung S. 4 --5.
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Wir gehen nun zu den einzelnen Beweisfchritten iiber:

1. DasSinnesfeld befigt eineDimenfion weniger
als devr homogene Raum. — Das Sinnesfeld witd durch Er-
weiterung, Hineingeben in den Huflenborizont, zum organomotoris
fchen Feld (préfpatialen Feld zweiter Stufe). Dabei bleibt das
Sinnesfeld in Deckung mit einem Stiick des priflpatialen Feldes
zweiter Stufe. Dies ift nur mdglich, wenn beide prifpatialen Felder
in der Zabl ibrer Dimenfionen iibevreinftimmen. In ganz demfelben
Sinne ift der orientierte Raum wenigftens in feinem Zentralgebiet
ein echtes Stiick des bomogenen Raumes. Daraus ergibt fich, dafl
beide die gleiche HAnzahl Dimenfionen baben. Somit lduft alles
binaus auf den Vergleich des ovientierten Raumes mit einem otrgano-
motorifchen Feld, z. B. dem okulomotoriichen Feld, binfichtlich detr
Dimenfionenzabl. Es ldfit fich aber leicht zeigen, daB man beim
Ibergang vom okulomotorifchen Feld zum orientierten Raum eine
Dimenfion gewinnt. Denn einmal entfteht die Tiefe aus der Umdeu-
tung einer im préfpatialen Felde 2. Stufe ausgebreiteten Qualitit
(die fich alfo wie ein »Skalar« in der Vektovanalyfe vechilt). Hn-
drevfeits ift beim orvientierten Raum eine devartige zentrale Sym-
metrie vorhanden, daf} die Beziebung »Entfernung vom Orientierungs-
zentrume« eine durchaus ausgezeichnete Rolle fpielt. Sie mifit ge-
wiffermaflen den Grad der Ndhe bzw. Ferne vom Ich-Standpunkt,
oder auch den Grad der Verfchiedenheit des »dort« vom shieve.
Diefe Grade bilden offenbar wefensmiflig eine e i n dimenfionale Stei-
gerungsreibe. Endlich ift noch auf das fchon oft angefiibrte »Hin-
eingeben in den Innenborizont« zu verweifen, in dem fich die
»Tiefe« Kkonftituiert. Hudh diefer Entwirrungsprozefl ift wefens.
miéfBig eindimenfional, ein einfaches Fortichreiten von geringerer
zu greoflerer Differenziertheit. Man beichreibt alfo den orientierten
Raum richtig, wenn man ibn als ein Strablenbiindel, mit dem
Orvientierungszentrum als Scheitel auffafit. Dabei entipricht jedem
Punkt des okulomotoriichen Feldes ein-eindeutig ein Strahl und
die auf diefem Strahl vom Sdheitel aus abgetragene Tiefenftrecke
dem Grad der Steigerung in der cben genannten Reibe. Hus
alledem geht bervor, dafl der ovientierte Raum eine Dimenfion
mebr als das okulomotorifche Feld befigt, womit dann die Behauptung(1)
nachgewiefen ift.

2. DasSinnesfeld hat mebr alseineDimenfion. —
Wire das Sinnesfeld eindimenfional, fo wiitde uns jede direkte An-
fchauung eines bomogenen mehrdimenfionalen Kontinuums fehlen.
Es wiirtde unmdglich fein, unter Hinzunabhme der zunidchft aus-
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gezeichneten, gewiffermaflen qualitativen »Sehtiefe« eine hShets
dimenfionale, homogene Mannigfaltigkeit zu bilden. Wir etfaffen
z. B. bei der Drebung eines »vadial« (in Richtung unferer »Seb-
ftrablen«) ftehenden Stabes in eine »tangentiale« (zu den »Seh-
ftrablen« fenkvechte) Richtung den kontinuierlichen Ubergang der
»Tiefe« in die »Breite«. Hber ein devartiger Ubergang ift nur
moglich, wenn fchon vorher die Idee einer homogenen mehrdimen-
fionalen Mannigfaltigkeit von uns ervgriffen ift. In einem folchen
Kontinuum gibt es keine ausgezeichneten «veinen« Richtungen, Jede
von einem Punkte ausgehende Richtung und die in ibr liegende
Strecke bat prinzipiell denfelben Charakter, fie hat diefelbe »Linge«
in allen Ricdhtungen. Dagegen ift es z. B. im zweidimenfionalen
Tonkontinuum (Ordnung der Téne nach Hdhe und Stidrke) nur
mdglich, treine Unterichiede der Hdhe oder der Stidrke als »Entfer-
nungen« aufzufaffen, aber nicht divekt die » Entfernunge« eines Tones a
von einem zweiten b, der von a nach Hdhe und Stirke zugleich
differiert. Insbefondere gibt es keinen ftetigen libergang von einem
mufikalifchen Intevvall in eine Differenz der Intenfitdten des »gleichen«
Tons. Das wiirde aber dem oben bei der Drebung des Stabes be-
fchriebenen Ubergang von der Tiefenerftreckung in die Breiten-
erftreckung entfprechen. — Da es im Wefen des Raumes als prin-
cipium individuationis liegt, eine homogene Mannigfaltigkeit zu fein,
fo ift es eine notwendige Bedingung feiner Exiftenz, daf} es eine
bereits mebrdimenfionale, homogene prifpatiale Mannigfaltigkeit gibt,
von der als Keimzelle gewiffenmafien feine Konftitution im rveinen
Bewufitfein anbebt. Damit ift der tranfzendentale Nachweis der Meht-
dimenfionalitdt des Sinnesfeldes gefiibrt.

3. DasSinnesfeld hat nicht mebhr als zweiDimen-
fionen. — Hier kommen wit zum f{chwierigften Teil unferer tran-
fzendentalen Deduktion und die folgenden Uberlegungen befijen
nicht den Grad der Stringenz, den wit fiir die vorhergebenden in
Anfpruch nehmen mdchten. Immerhin glauben wir beftimmt, dafl
fie einer ftrengeren Faffung in Zukunft fibig fein wevden.

Das Sinnesfeld zeigt ein rteines »Nebeneinander« von Ele-
menten; ein »Hintereinander«, eine Verdeckung ift in ibm unmdg-
lich. Dies gehdtrt zu feinem Wefen; denn, da es die Bafis aller
Konftitution ift, wédvre eine »Verdeckung« in ihm felbft nicht aufdeck-
bar. Denn cine folche »Hufdeckung« wiirde einen Hpperzeptions-
wedhfel (von der Auffafflung des »Zufammenfallens« zu der des
»Hintereinander-Liegens«) erfordern, der im Sinnesfeld unmdglich
ift. Nur wiffen wir fchon aus dem erften Teil der Deduktion,
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dafl das »Hintereinander« nur durch eine einzige Raumdimenfion,
die Tiefe, zuftande kommt, die vor allen anderen im orientierten
Raum noch ausgezeichnet ift. D. b. im n-dimenfionalen (orientierten)
Raum gibt es eine Tiefen- und (n — 1) Flichen- (oder Breiten.)
Dimenfion. Die prifpatialen Felder wiirden fich durch (n—1) Di.
menfionen etftrecken. Bei einem vierdimenfionalen Raum wiirde alfo
das Sebhfeld z. B. drei »nebeneinander« geordnete (Breiten)Dimen.
fionen befiten. Es fcheint alfo, als ob darin eine dreidimenfionale
Figur (mit einer zweidimenfionalen Begrenzung ibrer Oberfliche)
denfelben Grad von Anidhaulichkeit befigen wiitde, wie eine zwei-
dimenfionale Figur (mit einer eindimenfionalen Begrenzung) in
unferem gewohnten Sebfeld. Dies ift aber ein Irrtum und gevade
darvauf griindet fich unfevre Deduktion!

Der Umrifl einer Figur im zweidimenfionalen Feld kann mit
dem Blick oder der Aufmerkiamkeit fukzeffiv liickenlos durchlaufen
werden, denn et ift eindimenfional ebenfo wie die Zeit, in der das
Duvchlaufen ftattfindet. Erv ift alfo fozufagen auf die Zeit abbild.
bar: man kann das Durchlaufen als ein fukzeffives Evrleben der
Kriimmungen und Ecken des durchlaufenen Weges auffaffen, dhn.
lih dem Erleben einer bald befchleunigten, bald gebemmten Be-
wegung. In diefem Umftand, dafl ein devartiges Durchlaufen mit
dem Blick mdoglich ift, fcheint die auflerordentliche Anfchaulichkeit
einer Sinnesfeldfigur zum gréften Teil zu beftehen. — Man kann
dies nocdh etwas ndber begriinden: Wir erfaffen eine finnliche Ge.
ftalt duvch »finnliche Vergleiche«, z. B. die Geftalt des Kreifes duvch
den Vergleich feiner Radien. Die volle Anichaulichkeit einer Linie
wird uns gegeben durch eine ftetige, eindimenfionale Mannigfaltig-
keit von Vergleichsakten, die wir fukzeffiv, in der ebenfalls ein-
dimentfionalen Zeit, vollziehen kénnen.!)

Diefe hobhe Anfchaulichkeit widre in einem drei- (oder mehr-)
dimenfionalen »Nebeneinander« niemals zu erteichen! Der Umrif
wire darin zweidimenfional, eine im allgemeinen krumme Fliche. Eine
folche aber ldflt fich niemals eindeutig, fozufagen zwangsldufig durch-
laufen. Denken wir uns z. B. eine Kugelfiiche, in einem puven
Nebeneinander ausgebreitet. HAuch dann kdnnten wir fie nur lings
einer Linie durclaufen, etwa lings eines Meridians oder eines

1) Aftbetifche Erfabrungen f{cheinen fiir diefe Auffaffung zu fprechen.
So ift der dfthetifche Eindruck der Linie von dem der Fliche oder des Reliefs
ufw. toto generve, nicht etwa nur quantitativ verfchieden. Vgl fiiv diefes
weite Thema z. B. H. W& 1fflin, Kunftgefchichtliche Grundbegriffe, Miinchen
1915,
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Parallelkreifes. HAber niemals kdnnte man fih fo die ganze
krumme Fliche zu eigen machen. Von jedem Punkte aus gibe es
unendlich viele (c0!) Richtungen, in denen’' man fortfchreiten kdnnte.
Es wire durchaus willkiitlich, weldhe man auswiéblte. Die unficheve
Art, in der man ein Relief mit dem Huge abtaftet, im Gegenfas
zu der zwangsldufigen Fiibrung des Blickes, die uns ein lineaver
Umrifl gewidhrt, macht dies anichaulich. (Wobei von der weiterhin
die Klarheit der Raumform beeintrdchtigenden qualitativen Vet
fchiedenheit der »Tiefe«, die anichaulich doch niemals vdllig fich der
Breitendimenfionen angleicht, abzufeben ift.)

Die tdumlichen Figuren wiirden alfo der letithin méglichen An.
fchaulichkeit, die fich in lejter Inftanz immer auf die der finnlichen
Feldfiguren zuriickfiibren 148t, entbebren, wenn das Sinnesfeld
drei oder mehrere Dimenfionen befdfle. Sofern alfo diefer hddhfte
Grad von Hnichaulichkeit fiiv die lette Ausweifung der Evidenz geo-
metrifcher und audh fchon morphologiicher Beziehungen notwendig
erfcheint, ift uns die tranfzendentale Deduktion der Dreidimenfionali.
tit gelungen. Sofern diefe Notwendigkeit nicht einleudhtet, hat
unfere Deduktion eine Liicke. Wie dem auch fei, wir glauben, die
Richtung gezeigt zu baben, in der die tranfzendentale Léfung der
Frage der Dreidimenfionalitit des Raumes gefucht werden muf.

Damit baben wir famtliche Eigentiimlichkeiten des euklidifchen
Raumes ibrer Kontingenz entkleidet und tranfzendental begreiflich
gemacht. Es ift nunmebr wobl begriindet, den euklidifchen Raum
als den anfchaulichen Rahmen jeder mdglichen interfubjektiven Welt
anzufeben.

§ 13. Die euklidifche Raumform als die geometrifche
Grundlage der klaffifchen Phyfik.

Im vorigen baben wir den switklichen« Raum der Anfchauung
lediglich feiner formalen Verfaffung nach unterfucht. Wit find nicht auf
das Verbiltnis von Raumform und Raumfiille eingegangen. Unfere
bisherigen Evkenntniffe batten ibre Quelle in dem Umftand, dafi der
Raum principium individuationis ift, und in der konftitutiven Gefet;-
miBigkeit, nach der der Raum als abftraktes Moment der Natur fich
im veinen Bewufitfein aufbaut. Jeit miiffen wir uns der Natur als
konkreter Einbeit von Raumform und Erfiillung zuwenden und zur
Eckenntnis der fiiv {ich genommenen Raumform mufl die der mate-
viellen Natur und des Verbhiltnifies ihver Gefetie zu denen des teinen
Raumes treten. Dabei geben wir aus von der »klaffifchen« Faffung,

die die Grundlagen der Phyfik durch Newton ethalten haben. —
Hufferl, Jahrbuch f. Philofophie VI. 32
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A. Der zur phyfikalifchen Dinglichkeit fiibrende »fub-
traktive« Prozef.

Obwohl die Entwicklung der Phyfik ftetig vor fich gegangen ift,
und wir diefe hiftorifche Kontinuitét feit der Antike verfolgen kdnnen,
bat es doch feinen guten Sinn, die Epoche von Galilei bis New-
ton als die Zeit der Begriindung der »klaffifchen« Phy{ik anzufehen.
Denn in jener Zeit ift ein wiffenichaftliches Syftem in feinen Grund-
linien umriffen worden, das fiicr Jahrhunderte diefen Umrif bewabrt
bat und audh noch heute, nach einer aus mannigfachen Motiven voll-
zogenen tiefgreifenden Wandlung in der zweiten Hilfte des 19. und
dem Beginn des 20. Jabrbunderts, als Grenzfall im Syftem der
»modernen« Phyfik weiter lebt. Wibhrend von der Phylik des Alter-
tums nur die ardhimedifcdhe Statik beftehen geblieben ift, be-
zeichnet nicht nuvr die Galilei-Newtonfice Dynamik, fondern
auch die Galilei-Newton{de Gefamtauffaffung der Aufgabe und
Methode der phyfikalifchen Wiffenichaft fiir immer eine notwendige
Stufe in unferer Naturerkenntnis, die ihren beftimmten Wert niemals
verlieren wird, weil fie wefensmidig begriindet ift. Dies ift auch
der tiefeve, fachliche Grund dafiir, da® Kants Vernunftkritik an
Newtons »Principia« ankniipfen konnte.

Wir baben bier die HAufgabe, diefe Newtonfiche Gefamtauf-
faffung der Natur nach der uns hier intereflievenden Seite, die eine
ihrer wefentlichften ift, kurz zu charakterifieren, um fie dann fpiter
mit der fich in der Gegenwart erft durchfeenden »modernenc
Anfchauung zu Kontraftieven.

Zwei Punkte baben wir vor allem bervorzuheben: das Ver-
béltnis der rdumlichen Eigenfchaften zu den Qualititen, wie fie un-
mittelbar finnlich wahrgenommen werden und das Verhiltnis des
Raumes zur Kaufalitdit und zum phylfifchen Gefchehen iiberbaupt.

Beide Fragen find fchon in der aciftotelifchen Phyfik be-
bandelt worden. Wihrend aber die »klaffifche« Phyfik im eriten
Punkte fich auf Aviftoteles ftiigt, bekdmpft fie ibn im zweiten.
Die bekannte L o ck e fche Formulierung einer Exkenntnis, die berceits
Galilei befaBl, dal die Phyfik lediglich die »primédvren« Qualitidten
der Dinge, d. h. die rdaumlichen, zeitlichen, kinematifchen und auch
dynamifchen zurlickbebdlt und die »fekunddven«, Farbe, Ton, Taft:
qualitdten ufw. fiiv »Schein« und fubjektiv bedingt erklirt, geht lesten
Endes auf des Ariftoteles piychologifche Lebre von den alodyza wove
zuriik.!) — Dagegen fteht die klaffifche Phyfik in geradem Gegenfatj

1) Ariftoteles, de anima Ill, c. 1—2 (425a, 13ff.). Noch friiber findet

fith der Gedanke bei Demokrit. (Diels, Fragm. d. Vorfoke.” Bd. |,
S. 389 |[fr. 55 B, 11]) Z. 11.
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zu der aviftotelifchen Lebre von der pbyfikalifchen Bedeutung
des Ortes ') im Kosmos. HAriftoteles unterichied (innerhaldb der
Ortsbewegungen [pogai]) zwei HArten von Bewegungen: »natiicliche«
(ptoet, raze giow) und »gewaltfame« (Blg, mogd giow); zu den
etften gehdren (aufer den Bewegungen der Tierve, die uns hier
nichts angehen), die Kreisbewegungen der Geftitne und die Be.
wegungen der fchweren und leichten Kérper, die einfach unter dec
Einwitkung des Ottes vor fich gehen. Hlle Kétper haben die
Tendenz, ibren natiirlichen Ort zu evveichen, die fchweren den
Mittelpunkt der Welt, die leichten die dufere kosmifche Sphire. —
Im Gegenfatp dazu ift der Raum der klaffifchen Phyflik das vdllig
gleichgiiltige, homogene Medium, in dem fich die phyfikalifchen Vor-
gidnge, nuvr Kriften phyfikalifcher Natur gehovchend, abipielen.’) Huf
diefer Vorftellung bafiext Kants Konzeption der sreinen Raum.
anfchauung« und des Raumes als Form der Erfcheinungen.

Es bandelt fich nun fiir uns darum, den fyftematifchen, wefens~
mifigen Gebhalt der gefchilderten hiftorifchen Huffaffung dev »klaffis
fchen« Phyfik zu beftimmen.

Der Gegenftand dev Phyfik ift das intecrfubjektiv fich identifch
durchhaltende matervielle Ding und die davauf fich beziehenden Sach~
verhalte, die alfo in allgemeingiiltigen Urteilen erfafit werden
konnen. Diefe Beftimmung gilt fiic die klaffifche, wie fiiv die
moderne Pbhyfik. Charakteriftifch fiiv die klaffiche Phyfik ift aber,
dafl ibre Objekte rein »fubtraktiv« aus den voll anfchaulichen, aber
dem einzelnen nur gerade fo und nicht anders ericheinenden Wahe-
nebmungsdingen entfteben. D. h. gewiffe »Qualitdten« (wenn wit uns
vorldufig mit diefem die intentionalen Strukturen nicht be-
zeichnenden Husdruck begniigen), die sprimdren« bebarren un.
verandert auch an jenen sinterfubjektiven« Gegenftinden, gewiffe
andere, die »fekundédren«, variieren von Subjekt zu Subjekt, je nach
den phyfiologifchen und pfiychophylifchen Bedingungen; man echilt
alfo das pbyfikalifche Objekt durch Zuviickbebalten jener invacianten
»primédren« Qualitdten nach Abftreifung der »fekunddven« variablen
Qualititen.

1) Aviftoteles, Phyfik IV, c. 1 (p. 208b, 8 —11).

2) HufBerft klare Formulierungen dariiber finden fich fchon bei Gilbert
(»De Mundo nostro sublunari Philosopbia Nova« [Amstedol. 1651], lib. Il ¢. 5
[S. 241]; lib. I, 21 [S. 61] u. lib. II, 8 [S. 144]). Vgl. dariiber E. Caffirer,
das Erkenntnisproblem in der Pbilofophie und Wiffenichaft der neueren Zeit
(Betlin 1906/07), Bd. I, S. 275—176 u. Anm. 66 (auf S. 563). — — Die moderne
Phyfik kebrt demgegeniiber mit ibrem Begriff des »Feldes« (Faraday) in ges
wiffem Sinne zu ariftotelifchen Anfchauungen zuriick.

32
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Das ift ungefahr der {yftematifche Gebalt jener von Galilei,
Descartes und Locke herriibrenden Anfchauung. Vom phino-
menologifchen Standpunkt aus baben wir an ibr jedoch noch fehr
echebliche Korrvekturen anzubringen.

Wir bhaben zu untericheiden zwifchen den beiden folgenden
konftitutiven Stufen der Dinglichkeit’): dem »puren Sinnending-«
oder »Phantom« und dem smateriellen Ding«. Das letstere ift der
normale Gegenftand unfever natiirlichen Wahrnebmung. Ihm kommen
die fpezififh »mateviellen« und »kaufalen« Eigenichaften zu, wie
Schwere, Maffentrigbeit, Elaftizitit, Zdbigkeit, Leichtfliiffigkeit ufw,
Einen fcharfen Unterichied zwifchen »materiellen« und »kaufalen«
Eigenichaften (Kriften) gibt es nicht. Wir erkennen die Elaftizitit
an der Hrt, wie ein Kdrper beim Stofl, Druck, Zug ufw. veagiert,
feine Schwere und Trdgheit an feiner leichten oder fchweren Be-
weglichkeit ufw. Hlle diefe Eigenfchaften der materiell-kaufalen
Schicht find nicht im eigentlichen Sinne finnlidh wahrgenommen.
Zwar find fie durdchaus anfchaulich gegeben, nicht etwa begrifflich
oder kategorvial auf Anfchauung lediglich fundiert, oder gar aus be-
obachteten Gefeymifigkeiten evichloffen. Hber fie find dodh nicht
divrekt wahrgenommen, wie die eigentlichen finnlichen Qualitdten detr
Farbe, des Tons, der Hdrte und Raubigkeit u. dgl. Wir fagen, fie
find »mitwahrgenommene, aber in einer befonderen Weife. Es gibt
ndmlich verichiedene Hrten von »Mitwahrtnebhmung«: erftens die
Het und Weife, wie die mir verdeckte Riickieite eines Dings oder
ein Ding binter meinem Riicken von mir »mitgefehben« wird,
obne doch eigentlich gefehen zu fein. Hier kann die »Verdedkung«
aufgeboben werden und dann febhe ich jenes Ding oder jene Seite
von ihm unmittelbax. Zweitens die hier in Frage kommende Art,
wo den finnlichen Qualititen und Strukturen des Dinges gewiffe
eigentlich unfichtbare Eigenichaften »angefehen werden«, indem fie
fih im Sinnlichen »duflern<, fozufagen »ausdriickene.

Befchrinkt man fich dagegen auf das im eigentlichen Sinne Wabt-
genommene (nebft dem Mitwahrgenommenen der erften HArt), fo
hat man das pure Sinnending (Phantom) im Huge. Diefes Phantom
fpaltet fich nun wieder in das »Leerihema« (die leere Raumform)
und die finnliche sFiille« (die aus den reinen finnlichen Qualititen,
optifchen, akuftifchen, baptiichen, thermiichen ufw. befteht). Eine
ausgezeichnete Rolle fpielen hierbei die vifuellen und taktuellen Daten;

1) Die folgenden Unterfcheidungen, nebft den Terminis, ftammen von
Huffer!l (noch unverdffentlicht, doch in Vorlefungen mitgeteilt).
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fie allein »fiillen« die Raumform im pridgnanten Sinn »aus« (wihrend
Tone, Warmedaten, Gerviiche ufw. eine viel unbeftimmtere Hrt der
Lokalifierung »am« Raumichema baben), fie bilden daher mit det
Raumform zufammen das »konkrvete Schemae.

Das »matevielle« Ding ftebht in der Stufenleiter der Konftitution
um eine Stufe héher als das Phantom. D. h. es konftituiect fich als
Einbeit in einer Mannigfaltigkeit von Phantomen, die unter fich nach
einevr beftimmten Regel in anfchaulicher Kontinuitat zufammenbangen.
Ein materiellées Ding offenbart fich als folches nur in feinem Tun
und Leiden, in feiner Wechfelwirkung mit anderen ebenfolchen Dingen,
kurz in feinen kaufalen Beziebhungen, die es als einzelnes zu der
Gefamtheit der einzelnen Gegenftinde im Weltvaum bat.

Um nun eine fchidrfere Abgrenzung der (»kaufalen<) Naturs
gefetje zu erhalten, gehen wit aus von der Betrachtung des Phantomge-
fchebhens, in dem fie fich det finnlichen Wahrnehmung zeigen. Das reine
Phantomgefchehen, die #(vj0ts der Phantome im weiten avifto-
telifchen Sinn (ibre Bewegung, Verdnderung, ibr Wachfen und
ibv Schwinden ufw.) bat zunddft feine in ibm felbft liegende Kon-
tinuitdit und wefensmiflige Regel. Soll ein Phantom als folches Be-
ftand haben, fo miiffen feine »Abichattungen«, in denen es fich der
Wabrnehmung gibt (feine »Skiagrapben«, feine »petipektivifchen
Afpekte« ufw.), einer beftimmten Regel unterworfen fein; bei det
Drebung muf} es uns feine Riickieite zeigen ufw. Ift diefen »imma-
nenten« Regeln des Phantomgeichehens geniigt, fo befteht immer
nodch eine grofle Freiheit in der ndbheren Beftimmtheit des Vorgangs.
Fragt man nun nach den Gefetien, die die jetit noch freien Mdglich-
keiten vegeln, fo kommt man auf einen grundlegenden Untevichied
zweietr Gefetestypen, indem man das Verbhiltnis zu der Interfubjektivis
tat betrvachtet. Jedes Phantom wird zunidchft, nebft feinem Ge-
fchehen, dem einzelnen Subjekt in feinem Bewufitiein gegeben. Es
ift a priori nicht ficher, ob es in derfelben Weife einem zweiten Sub-
jekt ervfcheint. Hber ecrft dann, wenn das der Fall ift, kann es als
sintevfubjektive« Wirklichkeit und das Gefe§, dem es gehorcht, als
allgemeingiiltig, als »Wahvheit an fich« anerkannt werden. (Da-
bei ift ein Einfiiblungszufammenbhang zwifchen den in Frage kom-
menden Subjekten anzunebmen.) Diejenigen Eigentiimlichkeiten der
Pbhantome und ibre »x(v50w«, die von Subjekt zu Subjekt variabel
find, wevrden als »fubjektiv«, die fich als identifch erweifenden, kon-
{tanten als »intecfubjektiv« zu bezeichnen fein. Damit find wir aber
nodh nicht zu dem enticheidenden Unterfchied gelangt. Es gibt ndms
lih eine »normale« Subjektivitit; die allen »normalen« Subjekten
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(wobei die »Novmalitit« vorziiglich in der Befchaffenheit des Leibes
liegt) gleich erfcheinenden Eigentiimlichkeiten der Phantome find als
»interfubjektive zu chavakterifieren (mit der Befchrdnkung auf den
Umkreis der »normalen« Subjekte). Wird ein Subjekt »abnormale,
fo duBert fich das in einer Verdnderung der gefamten Phantomwelt;
bdufig audh begleiten fpezifilche »Leibgefiible« (Schmerz ufw.) den
Vorgang. Die Befonderheiten, die ein abnormales Subjekt wabhr-
nimmt, und ibre Regeln {chalten wir aus. Dann kommen witr zu
einem guten Sinn von »Objektivitit« (gleich »Intériubjektivitite«
zwifchen Normalen), der im tdglichen Leben brauchbar ift. Er ift
aber nicht »exakt« und deshalb als Grundlage einer rvational ge-
vichteten »exakten Naturwiffenichaft« nicht verwendbar. Denn nicht
alle Eigentiimlichkeiten der Phantome kdnnen in eine definite Mannig-
faltigkeit von Begriffen und Gefeien eingefpannt wevden. Hber
erft die Konftruierbarkeit mittels eines rationalen Hlgorithmus wiitde
ein fiiv alle (nicht blof die normalen) Subjekte geltendes Urteil
iiber Eigenfchaften und Sachverhalte exmdglichen, die fich auf Phantome
beziehen. Nur die Sde und Hlgovithmen der formalen Logik find
fchrankenlos interfubjektiv giiltig. Diefer Forderung der {chranken-
lofen Hllgemeingiiltigkeit, der Konftruierbarkeit durch rationale Algo-
vithmen geniigen in evfter Linie die vdumlichen, zeitlichen und kine-
matifchen Eigenfchaften und Relationen. Wiren nun die Gefege der
rdumlichen Deformation in der Zeit (wovuntev als Spezialfall die
Bewegung fillt) in fich abgeichloffen und mit den Gefeten der quali-
tativen Verdnderungen nicht irgendwie zufammenbidngend, fo kénnte
man von der qualitativen Raumfiille ganz abfeben und fie als »fe-
kundidre Qualitidt« aus der Phyfik ausichalten. Hber dies ift nicht dev
Fall; eine sgeometrifche« Phyfik im Sinne des Descattes erweift
fih als unduvchfiibrbar. Somit fteht man vor der Hufgabe, die
Mannigfaltigkeit der qualitativen Varviationen irgendwie zu einer
definiten zu machen. Das Prinzip ihrer Léfung ift folgendes: man
fubftituiert den finnlichen Qualititen pbyfikalifche, »materielle« Eigen-
fchaften, die man durch ibrve »Witkung«, die durdh fie hervorgebrachte
Deformation, mifit. Ibve Exiftenz befteht im Grunde nur in diefer
Wirkung. Hier trifft man auf das gliicklichfte zufammen mit jenen
fiic die naive Anfchauung »materiellen« Eigenichaften, die in der Art
der »x(¥p0ice« der Phantome »mitwahrgenommen« werden. Man
macht jene »morphologifchen« in naiver Weife mitwahrgenommenen
Eigenichaften zu »exakten« (im verallgemeinerten Sinn »geome-
trifchen«), indem man fie vermdge ibres Funktionalzufammenbangs
mit den definiten »Deformationen« (geometrifch~kinematifcher HArt)
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aus diefen konftruiert und fie damit in die geometrifchskinematifche
definite Mannigfaltigkeit bhineinnimmt. Das ift in den Grundziigen
der Weg, der von der anichaulichen Kaufalitit zum matbematiich-
pbyfikalifchen Funktionalzufammenbang fiibrct.

Zufammenfaffend kdnnen wir alfo fagen, dafl die der Einteilung
der »Qualitdten« in »primdre« und »fekunddre« zugrunde liegende
Sachlage die folgende ift: Objektive, d. h. fchrankenlos interfubjektiv
giiltige Sdge konnen nur von den rvational konftruiertbaren Eigen-
fchaften gelten. Dies find zundchit die geometrifch-kinematifchen
und dann die von ihnen aus vermittels der von ihnen ausgeiibten
deformierenden oder bewegenden Wirkung konftruierten »mateviellen«
Eigenichaften. Subjektive odev hdchftens fiiv eine gewiffe Gruppe
fich »normal« nennender Subjekte giiltige Sachverbalte griinden fich
auf die eigentlichen finnlichen Qualitdten. Hber auch die morpho-
logifchen rdumlichen Strukturen kénnen unter gewiffen »tdufchenden«
Umftinden blofl eine dervartig »fubjektive« Geltung haben; z. B. bei
den fog. »optiichen Tdufchungen«, wie fie von der experimentellen
Piychologie unterfucht werden.

Was folgt daraus nun fiiv das Verbhiltnis des Raumes zur materi-
ellen Natur in der klaffifchen Phyfik? — Die geometrifch-kinematifchen
Sachverhalte bilden die Grundlage der exakten Naturgefetie. Sie
brauchen »in Wirklichkeit« nicht fo zu fein, wie fie fich im einzelnen
Fall dem Hugenichein ergeben. Hber ibhrer prinzipiellen Struktur
nac erwachfen fie doch aus den Gefejen des Phantomraums. Es
wird nur einer »{cheinbaren« Raumfigur eine andere als »wirkliche«
fubftituiert, die aber felbft ebenfo anfchaulich gemacht werden kdnnte.!)
Der Raum ift fiivt die »materielle« Fiille in demfelben Sinn prin-
cipium individuationis, wie er es fiir die finnliche Fiille der Phantome
ift. Die Materie ift in ibm genau fo ausgebreitet, wie die Quali*
tit des Phantoms. Fiiv ibn gelten alfo unvervdndert alle Uber-
legungen, die wit in diefem Abfdnitt iiber den anfchaulichen Raum
als principium individuationis angeftellt baben: fowobl der Phantom-
raum, wie der Raum decr materiellen Natur im Sinne der Klaffifchen
Phyfik ift euklidifch.

1) Dies ift nicht zwingend aus dem Gedankengang, den wit verfolgten,
abzuleiten. Es bandelt fich vielmebr um eine befondevre, in der klaffifchen
Phyiik ftillichweigend gemachte Vorausfepung, die wir fpiter fallen
laifen werden. Sie bingt damit zufammen, daB die geometriich.kinematifche
GefetymiaBigkeit Konftruktionsausgang und -mittel der gefamten »exaktene«
Naturgefete ift, an dem nicht geriittelt werden darf, foll nicht der ganze Bau
zufammentftiirzen.
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Geometrie und Kklaffifche Phyfik find alfo vdllig reinlih ge-
fchieden. Die geometrifchen (euklidifchen) Gefetge bilden den Rabmen,
in dem fich die materviell-kaufalen Gefetje einzeichnen. Niemals haben
phyfikalifche Vorkommniffe auf geometrifche Verhiltniffe irgendeinen
EinfluB. Umgekebhrt entbebrt aud der »Ort« duvchaus der pbyfi-
kalifchen Bedeutung. Das befagt: die Naturgefetie find rein kaufale,
die wirkenden Krifte find an die Materie gebunden und iiben
einen Zwang auf die ibnen unterworfenen Kdrper aus. »Von felbft«
gebt keine Bewegung (oder iiberbaupt Verdnderung) vor fich, mit
HRusnabme der Trdgheitsbewegung. Die Struktur der Welt, z. B.
die Verteilung der Materie im Raum ift ganz »zufillig«, nur den
Gefetsen der Wahricheinlichkeit!) unterworfen. Kosmifche Struktur-
gefetie gibt es nicht. Trofidem ift es natiirlid mdglich, rein formal
mathematifche Funktionalzufammenbinge, in denen die Zeit als (un.
abhidngige) Varviable auftritt, von folchen zu untevicheiden, die frei
von der Zeitvariablen find. Hber ein eigentliches Naturgefety liegt
dodch nur dann vor, wenn man es wenigftens indivekt auf Zufammen-
binge der erften Hrt zuviidkfiibren kann. Zufammenbidnge der
zweiten Arct, die nicht auf andere reduzierbar find, find nidts als
»HAnfdge«, d. h. willkiirliche Bedingungsgleichungen, die nicht weiter
begriindet werden, fondern nur zur prizifen Stellung mathematifcher
Einzelprobleme der theovetifchen Phyfik dienen.

In diefer Huffaffung der Natur als einev lediglich von kaufalen
Gefeien beberrichten liegt ebenfalls eine unbegriindete Vorvaus-
fepung der klaflfifchen Phyfik, auf die wir hier nur hinweifen. Sie
hdngt zufammen mit einer fchon herausgeftellten ebenfo nicht weiter
begriindeten Uberzeugung, nimlich dem Glauben an die euklidifche
Gefetilichkeit des Raumes, in dem das phyfikalifche Gefchehen fich
abfpielt, was nichts anderes befagt, als daBl diefes Gefchehen in der
Aret eines Phantomgefchehens vorftellbar fein foll (wenn audh nicht
das in jedem Fall beobachtete Phantomgefchehen rein durch Weglaffen
der sfekunddren« Qualititen zum pbhyfikaliichen Gefcheben wird).
Beide Vorvausfeungen befagen, daB das pbhyfikalifche Gefchehen
gegeniiber dem Phantomgefchehen keiner neuen sftrukturalen« Ge-
fegmaBigkeit unterliegt, fondern dafl lediglich eine vein skaufalee«
die Weltftruktur nicht beviibrende GefetmiBigkeit binzukommt,

1) In diefer zunddft paradoxen Begriffsbildung der Gefetymifligkeit des
Zufalls liegt ein fehr wichtiges Problem der tranfzendentalen Logik vor, das
wit aber bier nicht bebandeln kdnnen. Es feblt zur Zeit noch, troty vieler
darauf gerichteten Bemiihungen, an einer wirklich befriedigenden Begriindung
der Wabricheinlichkeitsrechnung.
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Die bhier zuerft auftretende Gedankenveihe wird wihcend
unferer weiteren Unterfuchungen von grdfiter Wichtigkeit fein, und
ibre Hauptbegriffe »Kaufalitdt«, »Struktur« ufw.!) werden einer fort»
fchreitenden Kldrung unterzogen werden und das bauptidchlichfte
Mittel zum Verftindnis der pbyfikalifhen HAnwendung der nicht-
euklidifchen Geometrien bilden.

B. Die Rolle der Meffung in der klaffifchen Phyfik.

Wit bhatten fcdhon im erften Teil (§ 3, D) die prinzipielle Be~
deutung der Metrik chavakterifiert. Sie dient dazu, unter vielen
topologifch gleichwertigen Mdéglichkeiten eine Wabl zu treffen und
dadurch eine eindeutige Koovdinatenbeftimmung zu ermdglichen.
Die Hauptrolle fpielt dabei der Begriff der Gleichheit: die Abftinde
der topologifch ausgezeichneten Punkte follen in gleiche Teile geteilt
werden, — Es ethebt fich nun die Frage nach dem Kriterium einer
folchen Gleichheit. Wir batten in § 12, H, 2 (phdnomenologiiche Be-
trachtung der euklidifchen Metrik) die Konftitution des Phinomens
der anfchaulichen kongruenten Verpflanzung unterfucht. Diefes
Phinomen gibt uns offenbar die Grundlage der »Schdtiunge« det
Gleichheit. »Das Meffen« dagegen »beftehbt« (um Riemanns Worte
zu gebrauchen)?) »in einem Hufeinanderlegen der zu vevgleichenden
GrofBen; zum Meffen wird alfo ein Mittel ervfordert, die eine Grofle
(unvevidndert [Zufat des Vf.]) als Mafftab fiir die andeve fort-
zutragen«, Das Verhdltnis ber beiden Methoden der Grdfienbe-
ftimmung ift diefes: folange eine »Schdgunge« mdglich ift, ift eine
Meffung iiberfliiffig. Soll eine Meffung einen felbitindigen Wert
baben, fo darf die Unvevdnderlichkeit des Mafiftabes wibrend der
Meffung nicht auf Grund von Schatungen feftgeftellt werden, fondern
mufl anderswober begriindet werden. Ericheint fo die Schdgung
als das primidve Mittel der Gleichbeitsbeftimmung, fo bat fie doch
den entfcheidenden Mangel, nicht genau zu fein. Das hat wefens-
mipige Griinde. Die Schdiung berubt (wir wir § 12, H, 2 ausfiibr-
lich erdrterten) entweder auf dem finnlichen Gleichheitseindruck oder
auf der kinidfthetifchen Kompenfierbarkeit der anfchaulichen Gréfiens
verichiedenbeit der beiden als gleich gefchdtiten Figuren. Nun ift die
Schittung nach dem finnlichen Gleichheitseindruck (» Augenmaf« ufw.)

1) Zu diefen Terminis vgl. Stump f, Zur Einteilung der Wiffenfchaften
(Abbandl. d. Berliner Akademie 1906), S. 61fF.
2) Uber die Hypotbefen, welche der Geometrie zugrunde liegen (1854)

I, §1.
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wegen der »approximativen« Struktur des prifpatialen Kontinuums
(§ 9, A) weflensmifBig nur von beidrinkter Genauigkeit und daher
fiir die unbeflchrdnkt approximierbaren geometrifchen Figuren des
homogenen Raumes (§ 9, C) nicht zu gebrauchen. — Das kinifthe-
tifche Kriterium fcheint uns weiter zu fiihren; es erftreckt fich offen-
bar auf alle konftitutiven Schichten und durch fortgefejtes Hinein.
gehen in den Innenhorizont und wiederholter Anwendung des finn-
lichen Gleichbeitskriteriums f{cheint man, analog wie im Falle der
»eigentlichen« geometrifchen Idealgebilde, die als » Beharrungslimiten«
definiert find, zu einer unbegrenzt genauen Gleichheitsbeftimmung
kommen zu kénnen. Man denke etwa davan, dal man unter dem
Mikrvofkop febr kleine Abftinde fchdtiend vergleichen kann und daft
man, wenn man die Linge eines grofleren Kdrpers aus diefen
kleinen Hbftdnden zufammenfetite, eine hohe Genauigkeit erveichen
wiirde. Hber dies ift nur f{cheinbar vichtig: ein gréBever Kérper
wird »uniiberfebbar«, wenn man fich ibm zu fehr anndhert (auch mit
Inftrumenten wie dem Mikvofkop); man vertliert alfo Teile von ihm
aus den Augen, wenn man einzelne Stiicke von ihm genau be-
trachtet. Soll das Gefamtergebnis Geltung bhaben, fo mufi alfo vor-
ausgefetit werden, daf} der feiner GréBe nach zu beftimmende Kdtper
wibvrend der ganzen Dauer des Durchmufterns aller feiner kleinen
Teile unverdndert bleibt. Woblverftanden, dies ift eine in dem Voll-
zug der Teilfchdgungen nicht begriindete Vorausfeung, die aber
dodh notwendigerweife gemacht werden mufl, wenn es geftattet
fein foll, die Refultate der Teilfchdgungen zu einem Gefamtergebnis
zufammenzufaifen. Es ift alfo ein von aller Schdtung unabhédngiges')
Kriterium erforderlich, um das Sich-gleich-bleiben eines materiellen
Koérpers ficherzuftellen. Das ift aber diefelbe Forderung, durch
die wir oben die Meffung von felbftindigem Wert chavakterifiect
batten (S. 505). Wit kommen alfo zu dem Ervgebnis, da eine
Schattung zur beliebig genauen Groflenbeftimmung unbrauchbar ift
und daf dazu die fiir die Meffung grundlegende Bedingung erfiillt
fein muf, die Unverdnderlichkeit eines materiellen Kérpers feiner
Ausdebnungsgrdfle nach mit prinzipiell beliebiger Genauigkeit feft-
ftellen zu konnen.

Die klaffifche Phyfik macht nun in der Tat von der Unvevdnder-
lichkeit eines ftarren Mafiftabes den ausgedehnteften Gebraudh. Wie
begriindet fie den Glauben an die Unverdnderlichkeit eines be-

1) Eine Schibung des ganzen Kodrpers »aus der Ferne« auf Gleichbeit
wiabrend ciner gewiffen Zeit wire natiitlich zu ungenau.
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ftimmten Maftabes? Seft fie diefe vielleitht gar ganz willkiiclich
(skonventionell«) voraus? Nein, fie ift in ibrer Uberzeugung von
der Unveridnderlichkeit der von ihr benugiten ftarren Mafftibe durch-
aus von verniinftigen Motiven geleitet. Indem fie die Hlleinbert~
fchaft der Kaufalitdit in der Natur proklamiert, kann fie mit Grund
die Konftanz des Mafdftabes annehmen, wo keine vervindernde Ut-
fache vorhanden ift. Der Sify folcher Urfachen find die Materie-
Pactikel, die zufidllig oder gemdf wunferver Willkiirt im Raum vex-
teilt find. Ob ein beftimmtes Matevieftiick Witkungen ausiibt, kann
man durdh leichtverdnderliche, »empfindliche« Kdrper (»Reagenzien«)
erkennen, die man in feine Ndhe bringt. Man geht nun bei dev
Auswabl eines Kovpers als Mafiftab davon aus, ihn ervftens aus
einem mdoglichft unempfindlichen Material zu madhen. Diefes Mate-
vial erkennt man darvan, dafl es in die Ndbhe von Kdrpern gebradht,
die ftark auf ibrve Umgebung wirken, fich gar nicht oder nur wenig
verandert. Zweitens bringt man den fo gefertigten MaBftab in
eine moglichft wenig Wirkungen ausiibende Umgebung, was man
daran erkennt, dafl in ibt felbft febr empfindliche Kdrper nicht vea-
gieven. (Beifpiel: Der Meter-Etalon in Patis : unempfindliches Mate-
rial : Platin-Iridium; wirkungslofe Umgebung : Keller mit febr gleich-
fdrmiger Temperatur ufw.) Die Wabhl des Mafftabes ift alfo in der
klaffifdhen Phyfik keineswegs konventionell. Sie bidngt indeffen ab
von gewiffen Vorausfefungen, die darin liegen, dafl alle Natur-
gefeie Kaufalgefeie find. Darin ift mitbeichloffen, daB alle Urfachen -
matevielle find, ftrukturlos im Weltraum verteilt, und dafl gleiche
Urfachen (falls nur alle mitwirkenden aufgeziblt find) gleiche Wik-
kungen ausiiben. Endlich noch die (meift ftillichweigend gemachte)
Annabme, dal die Intenfitdt einer Wirkung mit der Entfernung von
ibrer Quelle abnimmt. — So fehen wir, dafl auf Grund des An-
fages der phyfifchen Wirklichkeit als einer materviell-kaufalen die
klaffifthe Pbyfik durchaus konfequent zu einer Begriindung der Me-
teik gelangt. Der Hnfaf felbft indeffen, die in ibm liegende HAb-
lebnung einer vegelmidfiigen, von der Materie unabbingigen odev
auch ibhre Verteilung im Raume felbft regelnden Weltftruktue, ift
nicht tiefer begriindet, als in devr Forderung, das matevielle Ge-
{chehen genau wie das Phantomgefcheben, das als fein HAbbild fun-
giert, zur HAnfchauung bringen zu kdénnen. Hier bleibt alfo eine
Liicke im Syitemzufammenbang, und diefe Liicke ift von den Mo-
dernen als Brefche benutit worden, um in das Bollwerk der klaf-
filhen Phyfik einzudringen. — Die Darftellung diefer Gedankenent-
wicklungen wivd die HAufgabe det ndchften Hbichnitte fein.
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Zweiter Abfchnitt.

Der Sinn der Anwendung nicdht-euklidifcher
Raumformen in der Phyfik.

§ 14. Einleitende Bemerkungen und Problem-
gliederung.

Aus den Unterfuchungen des letiten Hbfchnitts ergibt fich, daf
der Raum als principium individuationis der anfchaulichen Kévper-
welt euklidifch fein mufl. Genauer gefagt, der Pbhantomraum
ift euklidifd und, fofern die Naturgefetie als rein kaufale ge-
faft werden, ftimmt der Raum der materiellen Dinge mit dem det
veinen Sinnendinge in feiner geometrifchen Struktur iibevein. Wit
kdnnen alfo fchon jetst fagen: die Méglichkeit der Anwendung nicht-
euklidifder Geometrien beruht einzig und allein auf der Mdg-
lichkeit, jene Vorausfetung der Klaffifchen Pbyfik von der Hllein-
berrichaft der Kaufalitit in der Natur nicht gelten zu laffen, und
nicdht-kaufale, d. h. ftruktuvrale GefegmidfBigkeiten in
der Natur zuzulaffen.

Trogdem wollen wir unfere Unterfuchungen iiber die nicht-
euklidifthen Raumformen ganz naiv beginnen. Denn der Begriff
des »Strukturgefefies« ift zunddhft nuv vein negativ als der eines
»nicht-kaufalen« Gefeties beftimmt und wir werden ihbn erft durch
die folgenden Betrachtungen konkret und inbaltsteich madhen
kdnnen. — Wir werden alfo fo vorgehen, dafl wir der Reihe nach die
typifchen, aus der formalen Mathematik bekannten nict-euklidifchen
Raumformen als fiitr den Raum der Natur geltend anfegen und
dann die Konfequenzen verfolgen, bis in die letiten anfchaulichen
Raumphdnomene hinein, die fich ergeben. Wir werden uns alio
mdgliche') Naturen mit nicht- euklidifcher Raumfteuktur zur Gegeben-
beit bringen und fie in ibren ontologifchen und phianomenologiichen
Grundftrukturen unterfuchen. —

Die Gliederung unferer Betrachtungen wird demgemifl von der
Einteilung der nidcht - euklidifhen Raumformen abbhingen. Wit
chavaktevifieren diefe fiir unfeve Zwecke am beften durch ihre Hb-
weichungen von der euklidifchen Form; d. h. wenn wir diefe (was
an fich willkiirlich, aber bei unferer Problemftellung zweckmiBig ift)

1) Darin, daB wir diefe in ihver abftrakten (fignitiven) ldee angefetyten
Naturen als »mdglich« bezeichnen, liegt eigentlich die Vorwegnabme eines
unferer Refultate: dafl jene »Natuven« wirklich widerfpruchsfrei bis ins Eins
zelne beftimmbar find.
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als die normale bezeichnen, nach der Art und Weife ihver Hb-
novmalitit.

Nun bhat die euklidifdhe, die nor male Raumform dref Haupt-
merkmale aufzuweifen:
1. Sie ift dreidimenfional.
2, Sie ift offen und einfach zufammenbingend (topologifches
Merkmal: Situs, fpeziell Connexus).
3. Sie befigt das konftante Kriimmungsmaft Null (metrifches
Mertkmal).

Weldhes find nun die moglichen Hbweichungen von diefen
Merkmalen?

Mit einer Abweichung von der Dimenfionenzahl drei werden
wir uns nicht befaffen. Es fcheint uns ausgefchlofien, dal eine héheve
Dimenfionenzabhl eine andere als eine fymbolifche Verwendung finden
kann. (Aucd die vierdimenfionale Minkowskifche Raumzeit-
mannigfaltigkeit, von ihm »Welt« genannt, ift im Grunde fymboliich,
wie wir im III. Abfchnitt fehen werden.)

Dagegen find Abweichungen von der topologifchen odet metrifchen
Befchaffenbeit des euklidifchen Raumes mdglich und fiiv uns wichtig.
Diejenigen Formen, die nurt in einer Hinficht abnormal find, werden
befonderes Inteveffe haben, weil fie die Bufierungsweife dev betr.
Abweichung ifoliert zu betrachten geftatten. Wir werden alfo zu
unterfcheiden baben: nicht-euklidifhe Raumformen mit:

1. Abnormalem Situs (Connexus), aber normaler Metrik.

2. Abnormaler Metrik, aber normalem Situs.

3. Hbnormaler Metrik und abnormalem Situs.

Wit werden uns aber nicht ftarr an diefes formale Schema
balten, fondern unfere Datrlegungen fo eintvichten, dafl mit jedem
Paragraphen neue pbinomenologiich wichtige Probleme zur Be-
fprechung gelangen.

Demgemif wevden wir bebandeln:

In § 15: die lediglich topologifch abnormalen Klein.Clifford.
fdhen Raumformen. (Einfiibrung einer nicht-kaufalen Naturgefety.
lichkeit.)

In § 16: alle Raumformen mit konftantem, abetr von Null vev-
fchiedenem Kriimmungsmaf, gleichgiiltig, ob fie topologifch normal
find oder nicht. D. h. 1. die hyperboliichen (Bolyai-Loba-
tfchewski); 2. die fphivifchen (Riemann) und die elliptifchen
(Klein) Raumformen. — (Prinzipielle Unterfuchung des phyii-
kalifchen Meffens.)



510 Oskar Becker, t126

In § 17: die Raumformen mit variablem Kriimmungsmag; d. b.
die allgemeinen Riemann-Weylichen Riume. — (Abichlufl und
Vertiefung der Theorie der Metrik. Reine Infinitefimalgeometrie.)

§ 15. Die topologifch abnormalen Raumformen vom
Kriimmungsmafie Null, (Klein-Cliffordfche Riume.)

Beziiglich der mathematifchen Eigenart der Klein-Clifford-
fchen Raumformen verweifen wir auf unfere Darlegungen in § 12B.
Es fei nur daran erinnert, daf fich jene Raumformen auf den »offenen«
euklidifchen Raum abbilden laffen, indem man ibn in lauter kongruente
Schichten, Rébren, Kiften (durch 1, 2, 3 Schaven dquidiftanter paralleler
Ebenen) einteilt und fich den Rauminbalt identifch in jeder der
Parzellen wiederholt denkt, um die Gefchloffenbeit der Klein-Clifford-
fchen Rdume auszudriicken.

Dafl der mit materiellen Dingen erfiillte Raum der Natur von
Klein-Cliffordficher Struktur ift, dufert fich alfo in nichts anderem,
als davin, daf fich die Verteilung aller materviellen Dinge (einfchlief-
lich der Leiber aller pfychophyfifchen Wefen) identiich (d. h. genauer:
kongruent und bhomothetifch in gleichem Hbftand) wiederholt. Je
nach der befonderen HArt der Raumform wiederholt fich der Welt-
inhalt in jeder Schicht, jeder Rébre oder jedem Kaften (er ift ein-
fach, zweifach oder dreifach periodifch). Und zwar ift dies fo in
jedem Zeitmoment, fo daf fich alles Gefchehen ftreng fimultan in jeder
Parzelle zugleich abfpielt. Wiare die Parzelle klein genug, um von ihr
in die Nachbarparzelle hiniiberfehen zu kénnen, fo wiitden wir dort
an der korrefpondierenden Stelle unfer genaues Ebenbild genau
dasfelbe tun fehen, was wir felbft tun; ganz wie im Spiegelbild,
nur obne Seitenverkebrung. Wit wiirden biniiber wandern koénnen,
aber driiben unfer Ebenbild nicht antveffen, denn es liefe in kon-
ftanter Entfernung vor uns ber und in derfelben Entfernung folgte
uns ein zweites Ebenbild unferer felbft. Die Ebenbilder unferer
Bekannten, die wir eben verlieflen, wiirden uns fagen, wir hitten
fie foeben verlaffen, und uns fiir unferen eigenen Doppelgédnger halten.

In alledem liegt eine ungeheure Pavadoxie, aber — foweit die
matevielle Natur allein in Frage kommt — nichts Unmdgliches. Frei-
lich wiirde es mit jener Doppelgingerei der Pecrfonen wobl anders
ftehen; es ift zu vermuten, daf} fiivr Pevfonen das Leibniziche
principium identitatis indiscernibilium beftebt. — Wir befchrdnken
uns auf die Betrachtung dev materiellen Natur. Und da konftatierven
wir, daB die genaue Wiederholung aller Objekte und alles Gefchehens
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eine GefeymifBigkeit sui generis bedeutet, die nicht kaufal erklirs
bav ift. Was dies bedeutet, miiffen wir nun genauer beftimmen.

Wir batten fchon (in § 13) auf die Entwicklung der »klafiifchen«
Phyfik Galileis und Newtons im Kampfe mit der avifto-
telifchen Tradition hingewiefen. Seit der Naturphilofophie der
Renaiffance’) (Campanella, Telefio) wird die dynamifche Be-
deutung des Raumes aufgegeben. Bei Gilbert wird die abfolute
Gleichgiiltigkeit des Raumes gegen den ibn erfiillenden Inhalt auf
das fchdcffte ausgefprochen. Damit korrelativ geht die Evkenntnis,
dal es keine ausgezeichneten Punkte, keinen »Mittelpunkt« im
Weltraum gibt. Noch Copernicus, obwobhl er den Gedanken der
Relativitdt der Bewegung (die die Relativitit des Ortes einfchlieft)
formuliert, verwickelt fich in Widerfpriiche; felbft Kepler ift zwar
nicht aus phyfikalifchen aber doch aus metapbyiifchen Griinden von
der Kugelgeftalt und Zentriectheit des Univerfums iiberzeugt; ecft
Galilei fpricht es riickbaltlos aus, dafl alle Orte im Raum phyfi
kalifch und kosmologiich vdllig gleichbevrechtigt feien.

Die beiden Gedanken, dafl der Raum gleichgiiltig gegen feinen
Inbalt und dafl er in allen Punkten gleichférmig fei, fithven zu einev
immer konfequenteren Auffaffung des Naturgefchebens als eines tein
kaufalen Vorgangs. Bei Newton erreicht diefe Gedankenentwick-
lung einen beftimmten Ab{chluB. HuBer den Gefetien, nach denen
die Natuckrvifte wirken, gibt es bei ihm als Beftimmungsftiicke des
konkreten mateviellen Gefchehens nur noch die » Anfangsbedingungene,
d. h. die anfdngliche Verteilung der Orte und Gefchwindigkeiten aller
Maffen des Weltalls, Uber diefe hat New ton keine Theovie auf-
geftellt; iiber fie gibt ev fich keine Rechenfchaft. Die Naturgefetie
(fo befonders das Gravitationsgefets) fetien erft ein mit den Kviften,
die die fo und fo verteilten Maffen aufeinander ausiiben. Von diefen
Kriften ecrbalten die Maffen ihve Befchleunigungen, iiber die Lagen
und Gelchwindigkeiten, die fie zuvor batten, fagt Ne wton nichts.
Die Kaufalitdt ift alfo ein Wirken des einzelnen Malffeteils auf den
anderen, welche Wirkungen fich fuperponieren. Schon Laplace
wandte auf die ganz willkiirlich gelaffene Maffenverteilung die Regeln

1) Bm zwedkmiBigften orientiert man fich iiber jene bhiftorifchen Theos
vien in Evnft Caffirers forgfiltiger Darftellung, in dem Werk: »Das
Evkenntnisproblem in dev Philofophie und Wiffenfchaft der neueven Zeit«
(2 Bande, Berlin 1906,07). — Fiir Campanella f.: I, 230; fiic Telefio:
1, 233; filr Gilberxt: I, 275-76; fiir die Entwicklung der Lebre vom Mittel-
punkt der Welt: 1,315-317 (Copernicus, Kepler, Galilei). — Man
beachte die zablreichen Belegftellen und Zitate im Anbang!



512 Oskar Becer, 128

der Wabhricheinlichkeitstechnung an (z. B. auf die Neigung der Ko.
metenbahnen gegen die EkKliptik); ferner verfuchte die Kant-.
Laplacefche Theorie die Entftehung fo regelmifiger Strukturen,
wie die des Planetenfyftems, vein kaufal zu evkldren; unter der An.
nahme einer urfpriinglich zufilligen Maffenverteilung. Neuerdings
endlich wandte man das Maxwellice ftatiftifche Gefey iiber die
Verteilung der Gefchwindigkeiten der Gasmolekeln auf das Fixftern.
fyftem an.

Das alles befagt, daB man aus kaufalen Gefetien iiber die Ver-
teilung der Materie im Raum nichts fagen kann. Sie ift alfo ent.
weder ganz »zufillig« (d. b. lediglich den ftatiftifchen Gefetien unter-
worfen) oder fie wird durch eine Gefemifigkeit sui generis, die
jedenfalls nicht kaufal ift, gevegelt. Wir bezeichnen fie als
sStrukturgefetylichkeite. Und zwar hat diefe auf die rdum.
liche Materie-Verteilung beziigliche Art von Strukturgefetlichkeit die
Eigentiimlichkeit, die kaufalen Wirkungen niemals {tdren zu kdnnen,
da fie ibnen ja gewiffermafien exft die Anfagpunkte ibres Wirkens gibt.

In dem Beftehen einer devartigen »Strukturgefelichkeite erve
{chopft fich in der Tat der Sinn der Husfage, dafl der Weltraum
von Klein.Cliffordicher Form ift. Es gibt abfolut keine andeve
Weife der Kenntnisnahme von einem Raum jenes Typs, als das Be-
merken der eins., zwei- oder dreifachen Periodizitit der materiellen
Verteilung. HAlfo beftebt, nach dem grundlegenden Prinzip des
tranfzendentalen Idealismus, aud »objektive, in »Witklich-
keit«, kein Unterichied zwifchen der Exiftenz eines Klein-Clif-
fordfiden Raums und einer periodifchen Materie-Verteilung gemif
einem nicht - kaufalen Strukturgefey im euklidifchen Raum. — Bei
einer zweidimenfionalen Mannigfaltigkeit ift es allerdings mdglich,
einen Unterichied zwifchen einem Zylinder und einer in gleich-
breite Streifen geteilten Ebene zu macdhen; aber doch nur mit Hilfe
von Kriterien, die in die dritte Dimenfion hinausgehen. Beim Raum
kdénnen wir aber nicht in eine vierte Dimenfion binausgreifen. —

Die Klein-Cliffordiche Raumform ift alfo dadurch ausge-
zeichnet, daB fie in den konftitutiven Aufbau des homogenen Raumes
gar nicht eingreift. Die rvein topologifche Anomalie der Raumform greift
nicht einmal die fertig konftituierte phyfifche, d. b. materiell-kaufale
Welt Newtons an, fie determiniert nur die » Anfangsbedingungenc,
die er freigibt. Nicht die klaffifche, nur die moderne ftatiftifche
Phyfik (in den Fragen der Fixfternverteilung ufw.) wiicde von ibr
beriibrt. Von der tranizendentalen Begriindung des euklidifchen
Raums geben wir nichts auf, als principium individuationis bleibt
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der Raum euklidifch. Trogdem ift eine finnvolle Anwendung dev
Klein-Cliffordfchen nicht-euklidifchen Geometrie auf die Natur
mdglich, aber fie driickt dann nicht mebr lediglich die formale Vers
faffung des fekunddren principium individuationis der mateciellen
Korperwelt aus, fondern fie umfafit zugleich das Strukturgefey der
Maffenverteilung der Welt. — Es ift daber vielleicht die Formulierung
der Sachlage, der Weltraum kdnne von Klein-Clifford fcher
Hrt fein, nicht unbedenklich, vorzuziehen ift die ganz einwandfreie
Faffung: Die Klein-Cliffordiche Geometrie kann fiiv eine
matervielle Welt méglicherweife gelten.

§16. Die Raumformen von konftantem Kriimmungs-
maf (+0). (Hyperbolifche [Bolyai-Lobatfchewskifchel
und fphédvifch-elliptiiche [Riemannicde] Geometrie.)

Wir faffen die famtlichen Raumformen mit Konftantem, nichts
verfchwindendem Kriimmungsmafl zufammen. Denn fiic die pbidno-
menologifche Problematik bilden fie eine Einbeit, vor allem wegen
ihres gleichmidfigen Verhaltens zur Kaufalitdit und zur Meffung. Die
topologifchen Anomalien, die bei einigen von ihnen auftreten, fpielen
nur eine gevinge Rolle und bieten gegeniiber den Darlegungen des
vorigen Paragraphen nichts Neues.

A Scdwach gekriimmte Rdume,
(Das Phdnomen devr Desorientierung.)

Wit befchiftigen uns zundchft mit einer Raumform, die ledig-
lich in metrifcher Hinficht eine geringe Hnomalie aufweift, in topo-
logifcher aber normal ift. D. h. wic betrachten einen fchwach ge-
kriilmmten byperbolifchen Raum.

Die Konftanz des Kriimmungsmafles in einer Raumform ift, wie
wir wiffen (§ 12A), &dquivalent mit dev Exiftenz der Kkongruenten
Verpflanzung. Diefe ift notwendig gegeben mit der Idee des Raumes
als principium individuationis. Sie vefultiect ferner aus dem Phinomen
der ftarven Bewegung, die tranfzendental befchreibbar ift als eine
duvch fubjektive Bewegung kompenfietbare Verdnderung. Das Vet
fchwinden des KriimmungsmafBes (d. i. das Kennzeichen des eukli-
difchen Raumes) driickt fich aus in der Exiftenz einer ausgezeich-
neten Untergruppe der Bewegungsgruppe, ndmlich der der Trans~
lationen (mit der charakteriftifchen Eigenfchaft, keinen Raumpunkt
auszuzeichnen). Wit fahen (§ 12H), daf man duvch eine vadikale
Faffung des Begriffs des principium individuationis die Exiftenz dev

Translationsgruppe tranfzendental begriinden kann.
Hufferl, Jzbrbuch f. Philofsphic VI 33
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Demgemif gilt die euklidifche Metrik ficher fiir den Phantom-
raum. HAn den Wefensgefetien der Raumkonftitution und an der
Bedeutung des Raumes als principium individuationis ift nicht zu
viitteln. Wenn die hyperbolifche Geometrie auf den Weltraum an-
gewandt werden foll, fo kann es fich wieder nur um ein Struktur-
gefety der Welt handeln, das fich in der Geltung jener Geometrie
ausdriickt, Und diefes Gefety kann erft in der materviellen Welt, noch
nicht aber in der Phantomwelt auftreten.

Worin kann fich nun in der materiellen Welt die (nichtver-
fbwindende) Raumkriimmung duflern? Wir betrachten zunédchit nur
den Effekt einer fchwachen Kriimmung. Da kleine Korper (im
Verhidltnis zum »Kriimmungsradius« des Raumes) anndbernd eukli-
difch find,!) fo wird fich in kleinen Raumbezirken, alfo z. B. in
der Nahfphdre des orvientierten Raumes, kein Einflul der Raum.
kriimmung bemetkbar machen. Wie aber duflert er fich fiiv grdfieve
Bezirke?

Wir baben bhierfiit ein grofies Beifpiel vor HAugen in der ge-
kriimmten Evdoberfliche. HAn ibm kdénnen wir uns das Wefentlidhe
klar machen. Wir miiffen davon abfeben, dafl wir durch ein Hinaus-
greifen in die dritte Dimenfion etwas iiber die Geftalt der Evde et-
fabren kénnen (etwa durch Beobachtung des Himmels u. dgl.). Dann
ift die Exrdoberfliche zundchfit von einer Ebene nicht unterichieden (in
ebener Gegend oder auf dem Meere). Der Unterfchied tritt aber
zutage, wenn man grdfiere Landftiicke trigonometriich vermifit. Dann
ergibt fich bei gréferen »geradlinigen« Dreiecken ein Uberichufd iiber
zwei Recdte bei der Winkelfumme (fphdrifcher Exzef).

Im Prinzip kommt dies davauf hinaus, dafl fich auf der Kugel
und allgemein in einer gekriimmten Mannigfaltigkeit eine ge-
gebene Richtung wobl von einem Punkte P nach dem Nadhbarpunkt
P’ ungedndert, d. b. mit fich parvallel, verpflanzen laft, nicht abev
nacdh einem weit entfernten Punkte Q. Dies zeigt fich, wenn man
ldngs einer groflen gefchloffenen von P ausgehenden und wieder zu
ibm zuviickkehrenden Kurve eine Richtung unverdndert mit fich zu
fiibren fucht (gleichfam einen Richtungskompafl). Man findet dann
ndmlich bei der Riickkehr, daf} fich jene Richtung doch gedndert hat,
obwobl fie von Punkt zu Punkt mit fich parvallel blieb. HAnders
ausgedriickt: die Richtungsiibertragung in einem gekriimmten Raume
ift nicht integrabel. Die Gréfe jener auf die Raumkriimmung

1) Hieran kniipft fich eine gewiffe Schwierigkeit, die wir fpdter bes
fprechen miiffen (f. S.521f.).
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zuriickzufiibrenden Ridhtungsidnderung ift geradezu ein Maf fiir
diefe.!)

Man erlebt alfo bei einer Rundreife duvch einen gekriimmten
Raum etwas Hhnliches, wie jene Wiiftenwanderer, die fich in gerader
Linie fortzubewegen meinen und dann nach langer Wanderung zu
ibrem Entfeten bemerken, daf fie einen grofien Kreis befchrieben
haben und unverfehens zu ihrem Ausgangspunkt zuriickgekommen find.

Es bandelt fich in beiden Fillen um eine Tiduichung iiber die
eingefchlagene Richtung, eine » Desorientierunge« Natiirlich
mit dem Unterichied, dafl beim gekriimmten Raum die Desovientie-
rung prinzipiell nicht zu vermeiden ift.

Wir kommen alfo zu dem Ergebnis, daf eine pofitive oder
negative Raumkriimmung fich in einexr unvermeidlichen Des-
ovientierung duflert. Darin beftehbt alfo das »Strukturgefety«,
das die »Raumkriimmung« der Welt auferlegt. —

Es fragt fich nun, in welchem Verhiltnis diefes Gefety zu den
kaufalen Naturgefetien fteht. Die ftrukturale GefeymifBigkeit, in der
fich die topologifche Abnormalitat dec Klein- Cliffordfichen Raum-
formen ausdriickte, beviihrte die gefamte kaufale Phyfik Newtons
nicht. Sie bezog fich allein auf die von Newton freigegebenen
» Anfangsbedingungen«. Die Struktur, die die Raumkriimmung det
Welt aufprigt, {tebt dagegen fozufagen in derfelben Ebene wie die
Kaufalitdt, fie fuperponiert fich den Kaufalgefetien in ganz dhnlicher
Weife, wie diefe fich untetreinander zufammenfeien. Hllerdings
bandelt es fich bei dem Einfluf der Kriimmung nicht um eine ein-
fache Superpofition, fondern um eine verwidkeltere Transformation
der kaufalen Gefete. (Ein Beifpiel liefern die von H. Liebmann?)
aufgefteliten und von By k?) verwendeten » Keplerichen« Gefege
der Planetenbewegung in Rdumen von konftanter nicht verfchwin«
dender Kriitmmung.) Im Grunde find diefe Vervhiltniffe fchon von
Helmbolt*) durchichaut worden; er bat davauf aufmerkfam ge-~
madt, daB man den Einfluf der Raumkriimmung durch gewiffe
HBnderungen der Naturgefete erfeen kann, dafl aber in diefen

1) Vgl. dariiber W e y 1, Anmerkung 4 (5.37), in feiner Ausgabe von Rie«
manns »{ber die Hypothefen ufw.« (Berlin 1919).

2) H. Liebmann, Nichteuklidifthe Geometrie, Leipzig 1905 (Samms
lung Schubert Bd. XLIX).

3) By k, Annalen der Phyfik (4) 42, S. 1417ff.

4) v.Helmbolt, Uber den Urfprung und die Bedeutung der geomes-
trifthen Axiome. Vortrige und Reden, Bd. Il (Braunichweig 1884), S.29-31

(f. a. S. 259 - 66).
33*
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Gefeien die Matervieftiicke wegen ibrer willkiirlichen Verteilung nicht
als Wirkungszentren in Frage kommen kdénnen. In feiner Polemik
gegen H. Poincavé, der aus der Erfeibarkeit des Effekts der
Kritmmung durch geeignet verteilte (1) pbyfikalifche HAgentien den
Schlup zog'), daf die Annahme der einen oder der anderen Raum-
form nur auf Konvention beruhe (»das Parallelenpoftulat ift kein
Axiom fondern eine Definition«), hat F.Envrigues®) die Frage véllig
aufgehellt. Erv zeigte iibetzeugend, dafl z. B. eine Temperaturver-
inderung im Weltall, die lediglich von der Lage abhinge, oder ein
optifches Medium, deffen Brechungsindex regelmiBig im Raum fich
inderte, nichts andeves als eine »rdumliche« (d. h. aber eine »{truk-
turale«) Eigenfchaft daritellen wiirde. Es hitte alfo hier der »Ort«
wie bei Hriftoteles eine phyfifche Wirkfamkeit, nur daf} in
unferem Fall die Matevie nidht wie in der aviftotelifchen
Phyfik regelmiflig im Raum verteilt wiare. —

Nachdem wir fo den Effekt der konftanten Raumkriimmung
ontologifch erldutert haben, wollen wir uns noch phanomenologifch
mit ibm befaffen. Dabei verfolgen wir zugleich den Zwedk, fein Ver-
béltnis zur Raumanfichauung, d. h. zum Phantomvraum klarzuftellen.

Rein ontologifch kann man fich ndmlich einen gekriimmten Raum
nicht anfchaulich machen. Das liegt darvan, dafl wir ibn nicht, wie
einen Klein-Clifford{ichen Raum, in den euklidifchen Raum derv
Phantome bineinbauen kdnnen. Wir miiffen fchon eine Stufe in der
Konftitutionsfkala zuriickgehen, bis zum orientierten Raum, um uns
die anfchauliche Bedeutung der Raumkriimmung klarmachen zu kénnen.

Der homogene Raum gibt fich im Durchwandern einer Folge von
orientierten Rdumen mit fyftematifch wedfelndem Inhalt. Momentan,
in einem Zeitpunkt erfafibar, ift ftets nur ein orvientierter Raum.
Audh diefer ift in feiner ganzen Ausdebnung nicht momentan wabhe-
nehmbar im eigentlichen Sinne Hber das Unfichtbare, das Vevdeckte
und in unferem Riicken Befindliche ift uns dodh anfchaulich als dort
feiend gegenwirtig, es ift »mitwahrgenommene« (z. B. der Stubl auf
dem Korrvidor, das Geld in meiner Tafche ufw.). Die Gefamtheit
des fo als »jeit feiend« Vorgeftellten rundet fich zu einer auf mich
als Zentrum ovientierten Welt. Dies ift die hdochfte Konftitutionsftufe,
die nodh in diefer momentanen Anfchaulichkeit erfalt werden kann.
— Im Gegenfat dazu ift der homogene Raum nur in einer Folge
von Anfchauungen gegeben, die in einer BewuBtfeinsweife zufammen-

1) H.Poincaré, Wiffenfchaft und Hypotbefe. Leipzig 1904.
2) F.Enriques, Probleme der Wiffenfchaft. (Lpz. 1910) Bd. 1, S. 269 ff.
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gefalit wevrden, die fich notwendig in der Zeit und mittels der
Wiedererinnerung konftituiert.

Diefer fich fo in einer Folge fukzeffiver Anichauungen konfti-
tuierende homogene Raum ift nach den friiber evdrterten (§ 12, AH)
Wefensgefeien mit einer euklidifchen Metrik begabt. Was befagt
dies aber? Es bedeutet, daB bei unverinderter Raum-
fiille (Verteilung der materiellen Dinge im Raum), — foweit fie fich
nicht nach kaufalen Gefetien in beftimmter (bei genauer Kennt.
nis des Vorgangs vorausbevechenbarer) Weife dndert, — ein »Rich-
tungskompafl« unveriandert von einer Rundreife zuriickkommen
muB. HAndert fich aber die Raumfiille in unberechenbarer Weife,
fo gilt die Invarianz des Kompaifes nicht mebr. Denn es gibt ja
dann keine fefte Vergleichsrichtung mebhr, an der feine Invarianz ge«
meffen werden kdnnte. Fiibrt man eine in geeigneter Weife fich
dndernde Welt ein, fo kann man den Effekt der Raumkviimmung
erzielen. Dafl man diefen Effekt als von der Raumkriimmung bev-
viibrend ecfafit, ift nur mdglich, wenn man ein normales Verhalten
der anfchaulichen Gegenfitinde vor fich bat, mit dem man das ab-
normale kontraftieren kann. In einet vegellofen Zauberwelt, in der
man wie auf einem f{tiirmifchen Ozean umbergeworfen wird, gibt
es keinen Richtungskompafl. Das heifit aber nichts andeves, als da
in einer reinen Phantomwelt, in der fo etwas wie Kaufalitdt nicht
exiftierte, eine Raumkriimmung nichts bedeuten wiirde. Man kdnnte
Desorvientierungseffekte immev anftandslos dem Zufall des regellofen
Geichebens zur Laft legen. Die Effekte der Raumkriimmung haben
ibren sphidnomenologifichen Ort« (d. h. die Stelle im konftitutiven
HAufbau, wo fie fich dem Erleben ausweifen) in der kaufalen Welt,
gevade »oberhalb« der Phantomwelt. Diefe letste bleibt allein noch
unangetaftet (wdbhrend die topologifiche Anomalie det Klein-Clif-
fordfchen Riume felbft die kaufale Welt nicht berviihbrte). — Huch
in phdnomenologiicher Betrachtung ergibt fich das Refultat: die Ano-
malie der Metrik duflert fich in einem nicht - kaufalen, aber mit dec
Kaufalwirkung in der Beeinflufilung des Gefchehens konkurrierenden
Strukturgefety, das dem Gefchehen einen beftimmten, von der Ma-
tevie- Verteilung unabhingigen Zwang auferlegt. —

Wit batten bisher nur die metvifiche Anomalie der Rdume mit
konftanter Kriimmung betrachtet. Zur iht kommt im Falle des
pofitiven KriimmungsmafBes') nodh eine topologifche Anomalie, die

1) Es gibt allerdings auch topologifch abnormale Rdume mit negativer
Kriimmung, die fog. Poincavéfchen Rdume. Mit ihnen befaifen wir uns
wegen ibrer grofien mathematifchen Verwickeltheit nicht.
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fphdrifche bzw. elliptifche Geichloffenbeit (zweidimenfionale Typen:
Kugel oder Geradenbiindel [eine ecinfeitige Mannigfaltigkeit]). Sie
driickt fich, ebenfo wie die Gelichloffenbeit der zylindrifchen (Klein«
Cliffordfchen) Formen, durch eine Perviodizitit des Weltinbalts
aus; nur daf fich jegt damit die durch die Raumkriimmung zu-
ftande kommende Desorientierung unabldsbar veckniipft. So kommt
es z. B. auf der Kugel zum f{dcliefllichen Konvergieren zweier ut-
fpriinglich divergierender Richtungen bis zum Zufammenftofien im
»Gegenpunkt« (beim »fphidriichen« Raum) oder im Husgangspunkt
(beim »elliptifchen« Raum). Die Evdoberfliche bietet auch bhier
wieder das fchdnfte Beifpiel. — Ein wirklih neues Elementar-
pbhédnomen tritt aber nicht auf.

B. Stark gekriimmte Rdume. (Phdnomen der verzerrten
Perfpektive)

In ftark gekriimmten Rdumen gibt es, fofern fie vifuell wabhr-
genommen werden, noch eine Nebenerfcheinung, die auf die Kriim-
mung zuriickzufiibren ift, namlich die Verzerrung der Perfpektive.
Diefer Effekt der metrifchen Anomalie ift auch bereits von Helm-«
bholg ausfiibrlich bebandelt worden.') Er tritt natiiclich nur dann
ein, wenn die Abweichung der Raumfiguren von der euklidifchen
Struktur fchon in den iiberfebbaren Dimenfionen merkbarv ift. Dann
wird, bei finngemidfer Weitergeltung dev kaufalen Naturgefetye, nach
denen aus gewiffen Griinden der Symmetvie die Lichtftrablen die
»geradeften« (geoditifchen) Linien find, die pevipektiviiche Ver-
zerrung, die ja aud im euklidifchen Raum auftritt, fich in gewiffer
Weife modifizieren. Schon Helmbolt bhat dazu bemerkt, daf
man fich, falls diefe Modifikation pléglich eintreten follte, an fie
bald gewdhnen und fie dann gar nicht mehr bemerken wiirde.
Er bhat zum Beweife feine HAnficht auf Erfahrungen mit gewiffen
(prismatifchen) Brillenglifern hingewiefen, die eine derartige Ver-
zerrung detr Perfpektive bewitken. — Vom phdnomenologifchen Stand.
punkt aus kann man ibm nur zuftimmen. Wie fchon Stumpf?)
gefehen bat, ift die Verkleinerung der Gegenftinde mit der Ent-
fernung eigentlich eine Anomalie in der Deutung der Daten des
okulomotorifchen Feldes als Hfpekte dreidimenfionaler Gebilde.
Wire die Homogenitat der Tiefe mit den Flichendimenfionen im

1) Siebe: Uber den Urfprung und die Bedeutung der geometrifchen
Axiome. Vortrige u. Reden, Bd. II (Braunfchweig, 1884), S. 24—28 (u. 264).

2) Uber den pfychologifchen Urfprung der Raumvorftellung, Leipzig 1873,
S. 202-203.
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ovientiecten Raum (der fich aus jener Deutung zunichft etgibt)
fchon wirklich véllig erveicht, fo miiite ein Gegenftand in jeder Ent-
fernung gleich grof ecicheinen; die Verkleinerung der okulomo-
tovifchen (»Projektions«-) Figur miifite nicht als Schrumpfung, fon-
dern als ein einfaches In-die-Ferne- Riicken aufgefafit werden.
Das ift nun aber bekanntlich nicht der Fall, aufer fiic velativ kleine
Entfernungsdifferenzen. Das bat zur Folge, das man zwei Arten
des Sich - Entfernens unterfcheiden muf}: das fkiagraphifche Sich-
Entfernen, das als folches dem naiven Betrachter im ovientierten
Raum unmittelbar anfichaulich evicheint und das »wirkliche« Sich-
Entfernen, das ducrch (kindfthetifch charaktervifiertes) Nacheilen kom.-
penfiert werden kann. Bei der erften Art bleibt das Skiagraph
unvevdndert, bei der zweiten das Phantom; d. h. ein um eine
Konftitutionsftufe hdher ftehender Gegenftand als bei devr erften Art.
Setit man den homogenen (Phantom-) Raum als den »wicklichen«
an, fo weift der ovientierte (fkiagrapbiiche Raum) ihm gegeniiber
eine gewiffe Verzerrung auf; d. bh. ein enteilendes Phantom befitit
ein zufammenfichrumpfendes Skiagrapb. Diefe Erfcheinung kann
man, in Analogie zum Effekt der Raumkriimmung, als die » Schein-
kriimmung « des ovientierten Raumes bezeichnen. Diefe Schein-
kriimmung mufl man auch bei der Geltung der euklidifchen Geo-
metrie in Rechnung ziehen, wenn man fich iiber die »wirklichen«
Raumverhbiltniffe klar fein will. Da macht es dann wenig aus, wenn
zu ibr nod eine »wahre« Raumkriimmung binzukommt und fich
mit ibr zu einer Gefamtkriitmmung vereinigt. Die Uberwindung
diefer Gefamtkriimmung duvch die kinéfthetifche Kompenfation ift
genau fo gut mdglich, wie die Bebebung der Scheinkriimmung allein.
So ericheint alfo die Bnderung der Peripektive durch die Raum-
kriimmung duvchaus als eine Angelegenbeit minderer Wichtigkeit.

Wit etrkennen aus diefen Darlegungen, dafl eine febr erhebliche
Raumkriimmung auch in das Verbiltnis von fkiagraphifchem und
Phantom - Raum eingreift, damit aber doch nicht die Phantomwelt
antaftet, die fich vielmebr iiber die Anomalie der fkiagrapbhifchen
Welt hinweg in normaler Weife entwickelt,

C. Probleme der Meffung in konftant gekriimmten
Riaumen,
1. Zur prinzipiellen Auffaffung der Metrik.
Die in unferen Untetrfuchungen iiber die Raumformen mit kone
ftantem Kriimmungsmafl benugte Huffaffung der Metrik verbilt fich
der Anfchauungsweife dev Klaffiichen Phyfik gegeniiber durchaus kon-
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fecrvativ. N e wtons Standpunkt war charakterifiert durch die Hllein-
herrichaft der Kaufalitdt in der materiellen Welt und die Entkleidung
des Raumes von aller phyfikalifchen Wirkfamkeit. Damit kam man
zu einer vollkommenen Trennung der phyfikalifchen und geometri-
fchen Gefeie. Obwohl wir die Raumkriimmung als Weltfteuktur
interpretieren, und demgemidfl zu der kaufalen eine ftrukturale
Naturgefetilichkeit binzutritt, bleibt doch in gewiffem Sinne jene
Trennung von Phyfik und Geometrie beftehen. Denn die Raum-
keiilmmung ift wegen ibrer Konftanz von der Verteilung der Materie
im Raum und ihrer Vevrdnderung ganz unabbidngig. Wir wiffen
(vgl. § 13 B), dafl die Metrik der klaffifchen Phyfik nicht auf Schittung
berubht, wenn fie auch mit ibr approximativ in Ubereinftimmung ift,
fondern auf der Unvercidnderlichkeit des benutten Mafitabs gegen-
iiber den kaufalen Einfliiffen. Die Methoden, diefe Invarianz gegen-
iiber Kaufalwirkungen zu fichern, find auch im konftant gekctiimmten
Raum unverdndert anwendbar. Der Strukturgefetilichkeit des Raumes
bleibt der »kaufal invariante« Mafiftab allerdings noch in vollem
Ausmaf unterworfen. Dies kommt aber gerade dadurch zum Hus-
drvuck, daB fiir die mit ibm gemeffenen Figuren die Gefeie der
nichteuklidifhen (Lobatichewskifchen oder Riemannfchen)
Geometrie gelten. Wir kénnen alfo den Einflufl der Kaufalwirkungen
von dem Effekt der Raumkriimmung rveinlich trennen unter Vet
wendung der klaffifchen Mefimethoden.

Einen HAnlaB zu einer prinzipiell neuen Auffaffung des Meffens
bietet alfo die konftante Raumkriimmung nur infofern, als jeft in
das Mefirefultat unweigerlich dle ftruktuvale Gefetlichkeit der Welt
mit eingebt. Hber diefe ift wobhl ablésbar von den kaufalen Ge-
fegen und ifoliert obne weiteres zu unterfuchen. — Es fragt fich
nun, wie man diefe Abbhidngigkeit der Metrik von der Weltftruktur
formulieten foll. Dem Raum als principium individuationis kann
eine gekrviimmte Struktur nicht zugeichrieben werden. Hndrerfeits
kann man auch nicht die Sachlage fo darftellen, daf der in einem
euklidifchen Raum ausgebreiteten Materie aufler der kaufalen
noch eine ftrukturale GefeymiBigkeit auferlegt wird. Man kann die
Rdume mit abnormaler Metrik nicht in den euklidiihen Raum in
derfelben Weife bineinbauen (obne Verzerrung auf ihn »abwickelne«),
wie die Klein-Cliffordicden Mannigfaltigkeiten'!). Es hat daber
in diefem Falle der abnormalen Metrik feinen guten Sinn, zwei

1) Ebenfowenig wie man die gekriimmte Erdoberfliche ohne Verzerrung
auf einer ebenen Karte darftellen kann.
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Raumbegriffe zu untericheiden: den sebenen« Raum der Phan-
tomwelt und den »gekriimmten« der materiellen Welt, der fich im
Vermeffen derfelben und in dem Erleben der Desorientierung beim
Reifen in ihr fiir das treine BewufBtfein konftituierct.

Vollig zweifelsfrei zuliffig ift natiivlich a foctiori die vorfichtigere
Faffung der Sachlage: In der bhier belchriebenen Welt gilt die hyper-
bolifche bzw. fphirifch-elliptiiche Geometrie.

2. Uber den Grad der Genauigkeit, mit welchem die konftante Raumkriimmung
feftgeftellt werden kann.

Man kann unferen bisherigen Unterfuchungen folgenden Ein.
wand machen: Es wird in ibnen angenommen, dafl ein rvelativ
kleiner Teil eines konftant gekriimmten Raumes eben ift (ndmlich
die Nabfphare des ovientierten Raumes). Ift dies aber der Fall, fo
mufl auch wegen der Konftanz des Kriimmungsmafles der ganze
Raum eben fein, gegen die Vorausfetung. — Darauf kann man et~
widern: Das Kriimmungsmaf ift auch im kleinen von Null vert-
fchieden, aber diefe Abweichung von der Ebenbeit ift fo gering,
daBl fie nicht mecklich ift. Erit bei grdoferen Gebieten erveicht fie
eine mefibare Gréfle. — Durch ein ganz dhnliches Argument haben
wir frither (in § 12 A 2) eine analoge Schwierigkeit iiberwunden,
die bei den prifpatialen Feldern auftrat: ndmlich der Widerftreit
zwifchen der ebenen Struktur des Sebfeldes und der gekriimmten
des okulomotorifchen Feldes. Hber in unferem jegiigen Fall ift es
nicht ohne weiteres anwendbar. Denn die préfpatialen Felder bhaben
eine prinzipiell approximative Struktur, wibrend die Idealgebilde
im homogenen Raum einer beliebig genauen Beftimmung fibig
find. Indeffen ift dies doch nicht fo zu verftehen, daf man mit
Hilfe des Hineingehens in den Innenborizont beliebig genaue Grofien-
feftftellungen ducch »Schidung« vornehmen kann. Wir fahen fchon
(in § 13 B), daB dies deshalb unmdglich ift, weil bei einer derartigen
»mikrvofkopifchen« Betrachtung nuv ein febr kleines Raumftiick ge-
feben wevrden kann (die Maximalftrecke verkleinert fich mit dev
Minimalftrecke, die man noch wahrnehmen kann, in gleichem Mafle
und ibr Verhiltnis, der »Genauigkeitsmodul« [f. S. 469], wird nicht
giinftiger). So bleibt nur die Meffung mit »kaufal-invarianten« Maf}-
ftiben iibrig. Hber felbft wenn fie eine Kriimmung der Nahfphive
fefltftellt, wird diefe doch euklidifch gefeben. Denn der Phantom.-
und der fkiagrapbifche Raum find mit jenen Mafiftdben nicht mef-
bar. Sie find iiberhaupt nur approximativ fchaggbar aus dem foeben
dargelegten Grunde. Es ift kein Widerfpruch, dafl der materielle
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Raum fchwach gekeiilmmt gemeffen wird, wihrend der entfprechende
Phantomraum aus tranfzendentalen Griinden euklidifch fein muf.
Nur daef die Krilmmung eine beftimmte Grenze nicht iibecrfchreiten.
Ungefdbr miiffen Phantomraum und matevieller Dingraum doch
iibereinftimmen.

§ 17. Die Raumformen mit nac Zeit und Ort
varviablem Krimmungsma®.
A Die Mdglichkeit variabler Raumkriimmungen.

So lange wir an der Vorftellung der klaffifchen Phyfik, daBl der
Raum eine von dev Materie prinzipiell unabbhiangige Struktur babe,
fefthalten, werden wir, um die freie Beweglichkeit der mateviellen
Korper gewibrleiften zu kdnnen, gezwungen fein, die etwa vot-
bandene Raumkriimmung als konftant anzufeien. Gerade weil
Materie und Raum unabhidngig fein follen, kann der Raum dev
Materie nur dann den ndtigen Spielraum geftatten, wenn etv ihv
jede mogliche Bewegung ecrlaubt. Dies ift der Standpunkt von
Helmbolt!) (1868), der in fich durchaus konfequent und unwider-
leglich ift. Troidem batte Riemann fchon erbeblich frither (1854)
in feinem berviibmten Habilitationsvortrag?) eine viel tiefere Einficht
in das Problem gewonnen. Erv fafite ndmlich von vornherein die
Moglichkeit ins Huge, daB das Kriitmmungsmafl des Raumes nach
Otrt und Zeit zugleich vaviabel fei, d. h. dafl es erftens zu
derfelben Zeit an verichiedenen Orten verfchieden und zweitens
an demfelben Ort zu verichiedenen Zeiten verichieden fein kdénne.
Ein zweidimenfionales Beifpiel wiitde etwa die Meevesoberfliche
bei bewegter See darltellen (wobei wir von iiberkippenden Wellen
abfehen wollen). Hier variiert die Kriimmung nicht nur mit dem
Ort wie in einer Hiigellandfchaft, fondern auch mit der Zeit. Nun
gibt es auf dem Meere Wellen, die fich ibrer Form nach unver-
dndert von Ort zu Ort fortpflanzen, d. h. ein in beftimmter Weife
gekriimmter Fldchenteil bewegt fich gewiffermafien ftare fort, Wiirde
nun mit jenem Fldchenteil ein fich véllig ihm anfchmiegendes mate-
vielles Fldachenftiick dauernd verbunden fein, fo wiirde es fich ftarr
von Ort zu Otrt bewegen kénnen, obwohl die Kriimmung der Ge-
famtfliche keineswegs konftant ift. Man kann nun offenbar im Raum
der Natur nicht annebmen, daf die Bewegungen der Materie zu-

1) Uber die Tatfachen, welche der Geometrie zugrunde liegen. Gottinger
Nachrichten, math..pbhyf. Kl. 1868.

2) Uber die Hypothefen, welche der Geometrie zugrunde liegen. Neu
berausgegeben von H. Weyl. Berlin 1919,
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fallig mit der Fortpflanzung der Kriimmungswellen iibereinftimmen.
Man muf vielmehr vadikal fein und dacf fich nicht fcheuen, das
Prinzip der Unabhingigkeit von Materie und Raum aufzugeben.
Man ift zu dem Rie mannichen Anfay gezwungen, daff »der Grund
der Mafiverhiltniffe auBerbalb [der rdumlichen Mannigfaltigkeit] in
darvauf wirkenden bindenden Kriften gefudht werden mufi« (L. c.
S. 20). Weyl bhat diefen Gedanken mit folgenden Worten weiter
ausgefiibrt: »Die Moglichkeit der Ortsverfetung eines Kdrpers obne
Bnderung feiner Mafvechdltniffe ift zuriickgewonnen, wenn der
Kdérper das von ihm erzeugte »metrifche Feld« (welches durch die
metrifche Fundamentalform darvgeftellt wird) bei der Bewegung
mitnimmt, genau fo wie eine Maffe, die unter dem Einflufl eines
von ihr felbft erzeugten Kraftfeldes eine Gleichgewichtsgeftalt an-
genommen bat, fich deformieren miifite, wenn man das Kraftfeld
fefthalten und die Maffe an eine andeve Stelle desfelben fchieben
kdnnte, in Wahrheit aber bei (binveichend langfamer) Bewegung
ibre Geftalt bebidlt, da fie das von ihr felbft erzeugte Kraftfeld
mitnimmt., )

Damit ift die Moglichkeit einer nach Ort und Zeit zugleich
variievenden Raumkriimmung gezeigt. Doch kann man aus der
gegebenen abftrakten Formulierung die grofien Umwilzungen, die
diefer Gedankengang fiiv die Idee der Metrik und das Verbiltnis
von Geometrie und Phyfik mit fich bringt, noch kaum abhnen, Ibver
Betrachtung miiffen wir uns jetit zuwenden.

B. Die durch die variable Raumkriimmung bedingte
neue Auffaffung dev Metrik.

Das Zugeftindnis, dafl eine nach Zeit und Ort variable Raum.
kriimmung mdoglich fei, hat febr weittragende Konfequenzen fiiv die
prinzipielle Auffaffung des Meffens. So lange wir es nur mit einer
konftanten Raumkriimmung zu tun batten, konnten wir bei dev
Anfchauung, die die Klaffifche Phyfik vom Meffungsvorgang batte,
ftehen bleiben. Diefe beftand im wefentlichen darin, dal Materie
und Raumftruktur unabbidngig find, dafl zum Meffen ein gegen
kaufale Einfliiffe invarianter Mafftab erforderlich ift und endlich, daf
Schitung zwar im Prinzip vor Meffung gebt, aber wegen ihrer in
ibrem Wefen liegenden Ungenauigkeit doch nur das Meffungsergebnis
in gewiffe Schranken einfchliefen, nicht aber wirklich kontrollieven
kann. Die Methoden, die Invavianz des MafMtabes ficherzuitellen,

1) Weyl, Raum, Zeit, Materie (4. Aufl. Berlin 1921) S, 88, — Anmers
kungen zu Riemann S. 46.
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wavren: Hnfertigung aus »unempfindlichem« Material und moglichft
weitgebende Abichirmung aller Kaufalwirkungen. Sie griindeten fich
aut die Annabme der »zufilligen« Verteilung der Kaufalwirkungen.
Die Meffung diente (das ift febr wichtig!) zur Beftimmung rdum-
licher Abftinde, die duvch die Materie nur markiert werden, aber
ihrer Linge nach keineswegs von iht beeinflufft find. — Dies alles
dndert fich jest von Grund aus. Die Effekte der Raumkriimmung
find jetst ebenfo »zufillige verteilt, wie die Materie, fie miiffen ja
(mindeftens zum Teil) an der Matevie baften, damit diefe frei be-
weglich fein kann. Hlle friiber von uns benugiten Kriterien, um
die ftrukturalen von den kaufalen Effekten zu unterfcheiden, wevden
jet unbraudhbar. Denn fie beruhten ja gerade darauf, dafl entweder
der Materie eine rvegelmiflige Verteilung duvch die HAbnovrmalitit
der Raumform gegeben wuvrde (Klein-Cliffordf{che Riume) oder
daB ein von der Materie-Verteilung unabhidngiger, durch den ganzen
Raum hin konftanter Effekt fich geltend machte. (Lobatfchewski-
fche und Riemannfce Riume.) Jetit aber fcheint jede Husficht
zu fchwinden, Struktur des Raumes!) und Kaufalitit auseinanderc-
zubalten. Damit verfagt aber auch die Methode der klaffifchen Phyfik
zur Konftantbaltung des Mafftabes. Denn wie will man wiffen,
wann man alle Kaufaleffekte befeitigt oder in Rechnung gezogen
bat, wenn man fie nicht mebr reinlich von ftrukturalen Effekten
trennen kann? Wie kann man diefe ftrukturvalen Effekte iiberhaupt
noch faffen? Schwankt nicht iiberbaupt der fefte begriffliche Boden,
auf dem man bei der Definition des Unterfchieds zwifchen Struktur
und Kaufalitit ftand? In der Zeit unvegelmiBig durch den Raum
fich fortpflanzende »Struktucr*, ift dies nicht dasfelbe wie kaufal.
witkende Materie??) Hber wie ift dann diefe Struktur noch mefibar?

Auf diefe Fragen fcheint keine Antwort mdglich. Wir werden, fo
fcheint es, zuriickgeworfen auf die rvefignierte Ruffaffung Poin-
cavés (der neuerdings E. Kretfcdhmann eine febr prizife Formu-
lietung gegeben bhat), welche befagt, daB jede metrifche Husfage
auf »Konvention« berubht und nur davon abbingt, dafl aus ibrer
Anfeiung ein méglichft duvchiichtiges und einfaches (»denkdkono-
mifches«) Syftem der Phyfik fich ergibt!

1) Hierunter ift jept auch mit das Gefety der Anderung der Raumkriim:
mung mit der Zeit zu verfteben.

2) In der Tat bhat ja fchon Clifford, durch Rieman n angeregt, von
einer »space:theory of matter« gefprochen, wo er Materie und ftark ge-
kreiimmte Stelle im Raum divekt identifiziert. (W.K.Clifford, On the
spacestheory of matter. Mathematical Papers Nv.V, p.21.) S.a.Byk L. p.515¢,
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Zur nidberen Charakterifierung diefer Anfchauung geben wir
bier eine Uberficht iiber die Kretfchmanniche Hrbeit:!) Jede
Meffung raumzeitlicher GrdBlen gefchieht durch Deckung des Mefin«
ftcumentes mit Teilen des Mefigegenftandes. Beobachtet wird das Zu-~
fammenfallen von Teilen des Mefinftrumentes mit Teilen des Mefi«
gegenftandes; das find vein topologifche Beziehungen zwifchen zwei
raumzeitlichen Gegenftinden (§ 1). (Hlles weitere folgt mathemas
tifh aus den Inftrumentengleichungen.) — Hlfo find alle topologifch
gleichen HAbbildungen der Erfcheinungswelt gleichberechtigt (§ 4).
Das raumzeitliche Bezugfyftem dev Phyfik ift eine vierdimenfionale
Zablenmannigfaltigkeit mit unbeftimmter () MaBbeftimmung
(8§ 5). Durch Beobachtungen und Abbildungspoftulate?) allein find
keine beftimmten Mafibeftimmungen zwifchen rdumlichen und zeit-
lihen Koordinaten gegeben. Es find hdchftens gewiffe (nicht genau
beftimmte) Ungleichungen gegeben, durch die allzu verzerrte Be-
zugfyfteme gegeniiber den »phyfiologifchen«?) radumlichen und zeit-
lihen Mannigfaltigkeiten ausgefchloffen wevrden (§ 15). Nichttopo-
logifche, kinematifche Husfagen eines phyfikalifchen Gefetesiyftems
find blole Konventionen (!).

Damit verlieren alle nicht topologifchen phyfikalifchen Rusfagen
ihvren wiffenfchaftlichen Wert. Sie finken berab zu »denkdkono-
mifchen« Formulierungen topologificher Gefetimifigkeiten. Dies ift
eine fiit den Beftand der theorvetifchen Phyfik geradezu vernich-
tende Konfequenz!

Wit wollen nun fehen, ob vielleicht die tranfzendentale Phédno-
menologie uns eine Mdglichkeit gibt, ihr zu entrinnen.

C. Uber die Befchrdnkungen, die aus tranfzendental.
phbianomenologifchen Griinden den mdglichen Raums-
kriimmungen auferlegt find,

Den Sdbliiffel fiic die Aufftellung der notwendigen Bedingung,
die einer variabel gekriimmten Mannigfaltigkeit auferlegt wevden

1) E.Kretfchmann, Uber die prinzipielle Beftimmbarkeit der berechs
tigten Bezugfyfteme einer beliebigen Relativitdtstheorie. — HAnnalen der
Pbyfik (4) Bd. 48, S. 907ff.

2) Darunter verfteht Kretfchmann die beiden Forderungen: 1. Uns
abhingigkeit der Abbildung von Ort, Zeit ufw. — 2. Die Abbildung foll alle
ausgezeichneten Punkte und Punktmannigfaltigkeiten dutch folche von gleichen
topologifchen Eigenichaften abbilden.

3) Diefer mifiverftdndliche, von M a ch iibernommene Terminus bezeichnet
die pbinomenalen, d. b. anfchaulichen Mannigfaltigkeiten (den Phantom.
raum ufw.).
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muB, damit fie nicht mit den Gefegen der tranfzendentalen Konfti-
tution des Raumes in Widerfpruch kommt, bildet die Bemerkung,
daB in allen Raumformen, in denen (nach Riemanns Husdruck)
»Ebenbeit in den kleinften Teilen« befteht, ein von irgendeinem
Punkte ausgehendes Strablenbiindel feiner inneven Struktuv nach
mit einem Strablenbiindel des euklidifchen Raumes iibereinftimmt.
D. b. in jenen Biindeln gilt iiberall die fpbdrifche Geometrie. Det
Beweis des Saes berubt einfach davauf, daB ein von einem Punkte
ausgebhendes Richtungsbiindel nur von den Linienelementen in jenem
Punkte abbidngt, und diefe vevhalten fich, fo lange im Kleinen der
Raum eben ift, offenbar genau fo, wie in einem iiberall (auch im
Groflen) ebenen Raum.!)

Hus diefem mathematifchen Theorem ergibt fich folgendes: Um
die fpbidrvifche Struktur des Richtungsbiindels im Raum zu fichern,
ift es hinveichend, ibhm die Bedingung der Ebenbeit in den kleinften
Teilen aufzuerlegen. Nun werden wir fehen, dafl alles, was wir
aus den allgemeinen (d. h. von aller Kontingenz befreiten) Kon.
ftitutionsgefetien des Raumes entnehmen kdnnen, die Notwendigkeit
der Exiftenz eines »normalen«, d. h. fphirifchen Richtungsbiindels ift.
Fiiv den Taftraum der Gliedertieve ldfit fich dariiber hinaus noch die
Ebenbeit in den kleinften Teilen direkt konftitutiv nachweifen. So-
mit ift die einzige Einfchrankung, die wir dem variabel gekriimmten
Raum aufevrlegen kdénnen, die Ebenbeit in den kleinften Teilen. Da-
mit ecledigt fich unfere Frage nach der Befchrdnkung, die man dem me-
trifchen Kontinuum aus tranfzendentalen Griinden auferlegen muf}. —

Es bleibt uns nun noch die Aufgabe, die verfprochenen tran-
fzendentalen Griinde beizubringen.

Derv orientierte Raum ift, wie wir wiffen, die etvfte Konftitutions-
ftufe der Rdumlichkeit, bei der wir von s»Raume, nicht mebhr von
sprifpatialem Feld« reden kdnnen. Ihn aber kann man charakteri-
fiecen durch das von feinem Zentrum ausgehende Strablenbiindel.
Gewiffermafien die widhtigfte Stelle der Raumkontftitution ift dort,
wo fich aus dem »Vorrdumlichen« das eigentlih »Rdumliche« ent-

1) Diefe Betrachtung laft fich umkebren, fobald man einen ftetigen
metrifchen Zufammenbang von der in einem Punkte P, bertfchenden Metrik
zu der im Nachbarpunkt P, annimmt. Dann ift ndmlich durch die Metrik in
P, (d. b. die Struktur der Drebungsgruppe in P,) auch die Metrik der un-
mittelbaren Umgebung von P, (alfo z. B. die Metrik in P,) beftimmt. Gelten
alfo diefe Bedingungen und ldft die Drebungsgruppe in P, eine nicht-aus-
geartete quadratifche Form invariant (»euklidifche« Drebungsgruppe, »fpbdri~
fches« Richtungsbiindel), fo bat auch das Linienelement in der Umgebung
von P, quadratifche Form. (Ebenbeit in den kleinften Teilen.)
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wickelt. Das gefchieht in dem Augenblick, wo die Tiefe (d. b. die
Nahe und Ferne vom »lche) eingefiihet wird. Denn damit evbilt
das Subjekt durch die Vermittlung feines Leibes im Raum einen
Ort. Damit gebt Hand in Hand der Ubergang von den vielen
prifpatialen Feldern zweiter Stufe (dem okulomotorifchen Feld ufw.)
zu dem einen, nicht mehr von einem Sinnesgebiet abhiingenden
orientierten Raum. — Die Einfilbrung decr »Tiefe« erfolgt duvch die
Umdeutung einer an den Punkten der prifpatialen Felder zweiter
Stufe baftenden »Qualitit«. Diefe wird ermdglicht duvch die Huf-
faffung der gefchloffenen Mannigfaltigkeit der préfpatialen Felder
zweiter Stufe als einen Index fiir ein Richtungsbiindel, in deffen
einzelne Richtungen man hinein gehen kann und aus deffen einzelnen
Richtungen man Eindriicke empfingt. Diefes Richtungsbiindel ift
feiner Struktur nach fphédvifch. (D. h. es verhdlt fich wie ein
Strablenbiindel im euklidifchen Raum; feine Maibeftimmung ift ge-
geben durch eine infinitefimale euklidifche Drehungsgruppe.)

Dies ift zundch{t evident fiiv das vifuelle préfpatiale Feld zweiter
Stufe, das okulomotorifche Feld. Dabei ift fiir die Tiefenkontftitution
in diefem Fall wichtig, daB das Seben als Fernfinn uns eine Menge
zugleich feiender ferner und naher Dinge vor Hugen ftellt. Nur die
Leiftung des Gehdrs ldBt fich, in einem weiten Abftand, damit ver~
gleichen. Es gibt ein dem okulomotorifichen Feld analoges »auvi-
motorifches« Feld, ein GehSt-Richtungsfeld, das die famtlichen Rich-
tungen umfafit, aus denen wir Gerduiche »herkommen« Hdren
(1. S. 446). — Fiir gvofle (»kosmiiche«) Entfernungen verfagt dann
auch die Fernfinnesleiftung des Gefichts. Der orvientierte Raum ift
nuv in feiner Nahfphdrve klar gegliedert, diefe geht allmiblich in ein
immer unklarer werdendes Ferngebiet iiber, in dem gar keine eigent-
lichen Sehdinge (Skiagrapben) exiftieren, fondern nur Ferngebilde
limesartigen Chavakters, die in ibver Gefamtheit die »Himmelskugele,
den »Fernhorizont« der Welt bilden. Diefe Ericheinung bedeutet
eigentlich eine Riickkehr zum okulomotorifchen Feld, wie es denn
ja auch befonders leicht mdglich ift, die »Himmels«-Hpperzeption
auszufchalten und die Sterne als leuchtende Punkte im okulomo-
torifchen Feld aufzufaffen. Fiiv die grofien Entfernungen fillt alfo
der orientierte Raum als Fernvaum in fich zufammen und es bleibt
von ibm nur noch das Richtungsbiindel iibrig: jeder Stern ift eine
»Richtung in die Tiefe«.

Gehen wir nun zum Taftlinn iiber, fo ergeben fich, was fehr
bemerkenswert ift, tro der anfcheinend grofien Unterichiede prin-
zipiell doch diefelben Verhdltniffe. Wir miiffen bier gliedlofe und
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gliedbefigende »Tiere« (pfychopbyfifche Wefen) untericheiden. Ein
gliedlofes kugelférmiges Tier wiitde ein dem menfclichen okulo-
motorifchen Feld ganz entfprechendes »Hautbewegungsfeld« befigen.
Es wiirde, da der Taftfinn kein Fernfinn ift, keinen orvientierten
Raum (wie im menfdlichen Fall) entwickeln, fondern von dem
préfpatialen Feld zweiter Stufe fogleich zum homogenen Raum iiber-
geben. Hber ganz ohne Zwifchenftufe wiirde es doch nicht abgehen,
das prifpatiale Feld zweiter Stufe (das »Hautbewegungsfeld«) wiicde
als Index fiir ein Richtungsbiindel aufgefaft werden miiffen, in deffen
Richtungen man hineingeben kann und aus deffen Richtungen man
sHffektionen« empfingt. — Bei Gliedertieren konftituiert fich dagegen
ein ovientierter Raum als Spieltaum der mdglichen erreichbaren Orte
bei fixiertem Rumpf. Diefer Spielraum fiit mdgliche Gliedbe-
wegungen ift feiner metrifchen Struktur nadh von derfelben Hrt
wie das taktuelle Sinnesfeld, alfo euklidifdh. Denn man kann ja
euklidifiche »Flichen« in ibm beliebig bewegen (eben die Oberfliche
der Taftorgane, wie fie fich teils durch innere sEmpfindunge, teils
durch gegenfeitige Beriithrung der Glieder untereinander und mit
dem Rumpf ergeben). —

So gewinnen wir alfo das Refultat, daf man von allen in Frage
kommenden Sinnesfeldern aus zu dem {pbérifchen Richtungsbiindel
als Grundftock des ovientierten Raumes kommt, felbft wenn diefer
fich nicht voll entwickelt; und daBl in den Fillen, wo es zur Ent-
ftebung eines orientierten Raumes kommt (dutch einen sFernfinne
wie das Geficht, oder durch bewegliche Glieder, mit einem Nabhfinn
begabt, wie dem Taftfinn), diefer eben (euklidifch) ift. Da nun die
in dem letsten Fall allein in Frage kommende Nahfphdre des ovien-
tiecten Raumes febr klein ift im Vechidltnis zu den kosmifchen Di.
menfionen, fo ift dies nichts andeves als die Bedingung der »Eben-
heit in den kleinften Teilen«. Und aud fiiv die fpbharifche Struktur
des Richtungsfeldes im orvientierten Raum ift diefe Bedingung, wie
wir wiffen, bhinteichend.

Das befagt aber: Es konftituiert fich, wenn nur die Bedingung
der Ebenbeit in den kleinften Teilen erfiillt ift, in jeder beliebigen
metrifchen Mannigfaltigkeit mit beliebig vaviabler Kriimmung mit
Notwendigkeit der normale euklidifche Phantomraum als principium
individuationis der materiellen Welt, Wir wiffen alfo von den
metrifchen Verchiltniffen des phyfikalifchen Raumes nichts, als daf
fie fich auf einem ebenen Raumelement aufbauen.

Damit verfagt alfo fcheinbar die Hilfe, die wir, um dem »Kon-
ventionalismus« Poincavrés und Kretfcdhmanns zu entrvinnen,
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von den Wefensgefeten der tranfzendentalen Raumkonftitution evs
warteten. Die fchdrfere Analyfe fiihrt aber doch zu einem neuen
Gedanken, der einen Husweg ermdglicht. Diefen finden wir in det
»veinen Infinitefimalgeometrie«, die von Riemann begriindet und
von Wey 1 vollendet wutde.

D. Dieldeederveinen Infinitefimalgeometrie. (Die Rie-
mann:Weylfche Theoriedes metrifchen Kontinuums.)

Der ordnende Grundgedanke, um in dem Chaos eines nur topo-
logifch beftimmten Kontinuums mit »unbeftimmter Mafibeftimmung«
fich zuvechtzufinden, ftammt von B. Riemann (1854)!). Er ift,
nachdem viele wichtige Arbeiten in der Zwifchenzeit vorausgingen,
von H. Weyl?) neuerdings zu einem abgefchloffenen Syftem aus-
gebaut worden. Diefer entfcheidende Gedankengang befteht wefent-
lich in der Uberlegung, daB der Raum, fofern der Gedanke an die
Metrik iiberhaupt aufgetaucht ift, nicht mebr lediglich eine »form-
lofe ftetige Mannigfaltigkeit im Sinne der HAnalyfis fitus ift«, (Wey1 ,
Mathem. Zeitfchr Bd. 12, S.117), fondern dafl damit eine ihver mdglichen
Strukturgefeglichkeit nach ganz beftimmte, wenn auch numeriich
nicht im einzelnen feftgelegte Mafbeftimmung in ibn bineingelegt
ift. Es ift moglich, in vollig prizifer Weife im Husgang vom Un.
endlichkleinen ein Syftem der »Nahgeometvie« zu ervvichten (was
gedanklich mit dem modevrnen phyfikalifchen Prinzip der » Nahpbhyfik«
eng zufammenbingt.)

Wit geben eine kurze Uberficht iiber die Weyliche »reine
Infinitefimalgeometrie«: Wit betrachten den Raum fogleich zufammen
mit feiner Fiille. Dies miiffen wir gleich beim erften mathematifchen
HAnfaty berviickiichtigen. Wir fegen deshalb in jedem Punkte der
vdumlichen Mannigfaltigkeit eine mdgliche ungerichtete (fkalare) oder
gevichtete Grdfle (Vektor, Tenfor) an. Diefe »Fiille« mufl von den
fundamentalen geometrifchen Gefeien gleich mit ecfafft wevrden.
(Das entfpricht ja nur dem Umftand, dal man bei vaviabler Kriim-
mung Raum und Matevie nicht obne weiteres veinlich trennen kann.)

Wit vollziehen den Bufbau der Geometrie in drvei Stufen:
1. Konftruktion der »Situs «-Mannigfaltigkeit (Weyl, L c. § 13).
2. Konftruktion der »affinen« Mannigfaltigkeit (1. c. § 14).

3. Konftruktion der »metrifchen« Mannigfaltigkeit (1. c. § 15).

1) Vgl. feinen fchon oft zitiecten Habilitationsvortrag.
2) Vgl. die grundlegende fyftematifche Datftellung Weyls in »Raum,
Zeit, Matevie« (4. Bufl.) Kap. I1, bef. § 14-18,
Hufferl, Jabrbuch f. Philofophie VI 34
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Die Dimenfionenzabhl ift bei der allgemeinen Konftruktion beliebig;
filr den Raum kommen nur dvei Dimenfionen in Frage. —

Wir dhavakterifieren die drvei Stufen nun wie folgt: 1. Die Situs.
mannigfaltigkeit befteht in einem nur topologifch beftimmten Kon.
tinuum, in dem in jedem Punkte ein Vektor oder Tenfor exiftieven
kann. — Man kann dann obne weiteres das Gefille (den »Gradienten«)
diefes Vektorfeldes bilden und auch gewiffe andere Differentialope-
rationen vornebmen — unabhidngig von der Wabhl des Koordinaten-
fyftems.

Die in diefem Zufammenhang immer wieder auftvetende Fort-
derung der Invarianz gegeniiber einem Wedhfel des Koordinaten.
fyftems ift der mathematifche Ausdruck des phidnomenologifch-kon-
ftitutiven Umftands, dal der homogene Raum fich als ein identifcher
gegeniiber der Mannigfaltigkeit der ovientierten Riume, die feine
»HAfpekte« find, konftituiect. Mit einem Sdchlage wahrnebmbar ift
lediglich der ovientierte Raum; der (»homogene«) Weltraum wird
nur im Wandel folcher Wahrnehmungen origindv gegeben. Nur
diejenigen Eigenfchaften werden in ihm Bedeutung baben, die im
Wedhfel der Koordinatenfyfteme bebarren. — Dazu kommt jest nodh,
nach Einfilhrung einer von der Matevie abbingigen Metrik, die
Willkiiclichkeit der MaBbeftimmung, die fich in der Invarianz gegen
alle ftetigen Transformationen ausdriickt.

2. Die affine Mannigfaltigkeit ift dadurch gekennzeichnet, dafl
alle ibre Punkte im »affinen« Zufammenbhang mit ihcver unmittel.
baren Umgebung ftehen. Das befagt: Es ftebt (unabhingig vom
Koovdinatenfyftem) feft, in welchen Vektor jeder Vektor im Punkt P
iibergeht, wenn man ihn »parallel mit fich« nach dem Nachbarpunkt P*
verpflanzt.

Wicr haben damit alfo eine Richtungsiibertragung im Kleinen
gewonnen. Es gibt keine Unterfchiede in den verfchiedenen Punkten
der Mannigfaltigkeit hinfichtlich ibres affinen Zufammenbangs, auc
keine Kontinuen, die fich durch die Natur ihves affinen Zufammen-
bangs untericheiden.

Die Richtungsiibertragung ift i. A. nicht integrabel, ihr Refultat
hingt vom durchlaufenen Weg ab und eine Richtung kommt von
einer Rundreife nicht unverdndert zuriick (Desovientierung). Darvin
duflect fich die »vektorielle Raumkriimmunge.

3. Die metvcifche Mannigfaltigkeit ift von verwidkelterver
Struktur. Um einer (infinitefimalen) Strecke eine Lingenmafzahl
zuordnen zu kénnen, miiffen wir fie evftens vergleichen kdnnen
mit allen Strecken, die vom felben Punkte P wie fie felbft ausgehen
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(Mdglichkeit der Drehung), und zweitens mit einer Strecke im
Nachbarpunkte P*(metrifcher Zufammenbang, kongruente Verpflanzung
im Kleinen)'). Der metrifche Zufammenbang ift feinem Typus nach
im Raum iibevall gleichartig. 1. A. ift die Streckeniibectragung eben-
fowenig integrabel wie die Vektoriibertragung (»Streckenkriimmunge«
des Raumes). —

Es bleibt nodh die Frage, wie fich affiner und metrifcher Zu-
fammenbang zueinander vechalten.

Man kann dadurcdch eine naturgemidfie Beziehung zwifchen
ibnen herftellen, dafl man von der Parallelverichiebung einer Strecke
verlangt, daf fie deren Mafzahl nicht dndert; d. h. die Parallelver.
fchiebung (»Translation«) foll ein fpezieller Fall von kongruenter Ver-
pflanzung (»ftarrer Bewegung«) fein. (Woblverftanden vollzieht fich
dies alles im Infinitefimalen! Nur an Stelle dev infinitefimalen Strecke
kann ein Vektor treten.) — Der metrifche Raum trigt demgemif
von Natur einen affinen Zufammenbang. In einem metrifchen Raum
vollzieht alfo eine Vektoriibertragung die Streckeniibertragung mit.
Davaus folgt, daB die »Vektorkriimmunge« die Streckenkriimmung
als Beftandteil enthilt: Sie ldft fich additiv fo zerlegen: »Vektor-
Keilmmung = Richtungskriimmung + Streckenkriimmunge,

Diefe fo naturgemidfl ausfehende Beziebhung ift nicht felbftver.
ftAndlich. Ihv Beftehen folgt aus der Ebenheit in den kleinften
Teilen (quadratifche Form des Linienelements).

Umgekebrt kann man die Forderung jener Beziehung zwifchen
metrifchem und affinem Zufammenbhang dazu verwenden, um die
bisher in der Luft fchwebende Hypothefe von der quadratifchen
Form des Linienelements (der fogenannten »pythagoreifchen Maf-
beftimmung«) zu begriinden. Dies bat Wey1l getan im Zufammen-
bang mit einer noch tiefergrveifenden Huffaffung des metrifchen
Problems, als fie der eben fkizzierte Aufbau der Infinitefimalgeo-
metrie, der fich mehr nach formal-mathematifchen Gefichtspunkten
vichtete, bieten konnte.

Dariiber fei noch kurz bervichtet unter Hinweis auf die konfti~
tutiven Zufammenbinge, die fich jedem Gedankenfchritt diefer letsten
Weylichen Theorie unterbauen laffen?).

1) Hier ift Weyl iiber Riemann binausgegangen. Diefer hatte einen
Fernvergleich von infinitefimalen Strecken zugelaffen, was aber der Idee
der reinen Infinitefimalgeometrie offenbar widerfpricht.

2) Zum Folgenden vgl. Weyl, »Raum, Zeit, Materie«x § 16 und bes
fonders den neueften Auffay »Die Einzigartigheit der pythagoreifchen Mafi«
beftimmung. (Mathematifche Zeitfchrift Bd. 12, S. 114ff, 1922).

34
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Das Problem der Metrik ift das eigentliche Fundamentalproblem
fiic die Infinitefimalgeometrie. — Es ift zu untevicheiden zwifchen
der Metrik in einem beftimmten Punkte P, und dem (infinitefimalen)
metrifchen Zufammenbang.

1. Die Metrik im Punkte P, ift charvakterifiect durch die
Struktur der Gefamtheit der »Dvebhungen« in P,. [Diefen Dreb-
ungen entfprechen konftitutiv die »okulomotorifchens« Bewegungen
(allgemeiner: die Bewegungen in den prifpatialen Feldern zweiter
Stufe)]. Diefe Drebungen bilden eine Gruppe; d. h. zwei binter-
einander ausgefiibrte Drebungen laffen fich durch eine einzige, ibve
»Refultante« (ibr gruppentbeorvetifches »Produkt«), erfegen. Die
Drebungsgruppen in zwei verichiedenen Punkten P; und P; unter-
fcheiden fidh in ibrer inneren Struktur nicht, fondern nur durdh das
in fie hineingelegte Koordinatenfyftem oder durc ihre »Orientievrung«.
[Das befagt vom konftitutiven Gefichtspunkt aus gefehen: Der Uber.
gang von einem Punkt des homogenen Raumes zum andeten voll-
ziebt fich, indem der orvientierte Raum bzw. das »Richtungsbiindel«
unverdandert s»mitgenommen« wird, da es ja als konftituierende
Unterichicht ftets mitwirkt. Nur die Orvientierung kann fich in P,
gegeniiber der in P, gedndert bhaben. Siebe unfete friiheren Et-
Srterungen iiber »Desovientierunge«, § 16, Al. Die Drehungsgruppe
ift alfo in allen Punkten des Raumes von gleicher Art, und die Art
der Drebungsgruppe ift fomit fiir den Raum als »Form der Ev-
fcheinungen« chavakteriftifch. [In dev Tat: Konftitutiv evgeben fich
alle Eigentiimlichkeiten des Phantomraums aus der inneven Struktur
des »Richtungsbiindels«, und diefe ift iibevall diefelbe. Das mufl
auch fo fein, wenn der Phantomraum als principium individuationis
(= »Form der Ervicheinungen«) fungieren foll.] Man muf alfo auch
nach Weyl an der Behauptung fefthalten, dafl die euklidifdche
Geometrie a priori giiltig ift, »fofern man als den eigentlichen In.
balt der euklidifd en Geometrie die Husfage betrachtet, dafl die
Drebungsgruppe aus denjenigen linearen Transformationen befteht,
die eine nicht-ausgeartete quadratifche Form invaviant laffen« (1. c.
S. 117). [Wiederum fteht das in befter Ubereinftimmung mit un.
feven konftitutiven Analyfen: Die euklidifdhe Struktur der Drebungs-
gruppe (oder die »fphdrifche« Struktur des »Richtungsbiindels«) ift
dasjenige Phanomen, worvauf fich die intuitive Evidenz des euklidi-
fchen Phantomvaumes konftitutiv aufbaut.]

2. Metrifdber Zufammenbhang. — Nicht durch das Wefen
des Raumes beftimmt ift die gegenfeitige Orientierung der Drebungs-
gruppen in den verfchiedenen Punkten des Raumes. Das Wefen des
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Raumes it jeden mdglichen metriichen Zufammenhang zu. |[Es
beftebt kontftitutiv dle Mdoglichkeit der »Desovientierung «l.
Allerdings ift ein ftetiger Ubergang in der Orientierung beim Uber-
gang von einem Punkt P, zum benadhbarten P vorhanden. —

Fordert man nun die oben angefetite Beziehung zwifchen dem
metrifchen und dem affinen Zufammenbang (daf niamlich die affine
Ubertragung von P, nach P eine befondere Hrt der metrifchen fei,
ndmlich die fogenannte »Translation« mit der Grundeigenfcaft, daf
fie fiir P = P, mit der Identitit zufammenfillt), fo laffen fich daraus
auf gruppentheoretiichem Wege gewiffe formale Eigenfchaften det
»Drebungsgruppe« nachweifen. Und fchlieBllich 148t fich auf algebrai-
fchem Wege zeigen, daB die euklidifdhe Drebungsgtuppe die ein-
zige ift, die diefen formalen Bedingungen geniigt. Damit ift die
Einzigartigkeit der pythagovreifchen Mafibeftimmung nachgewiefen.
[Konftitutiv 1aBt fich das fo interpretieven: Die Exiftenz der Trans-
lation ift gleichbedeutend mit der Moglichkeit des Hineingebens in
den Innenhorizont (die Raumtiefe) unter Fefthaltung der okulomo-
torifchen (allgemein: der »sveduzierten« organomotorifchen) Orien-
tierung. (Mdglichkeit des reinen Geradeausgehens ohne Drebung —
f. 0. S. 489.) Hus diefem Umftand allein 1d8t fich die fphirifche
Struktur des okulomotorifchen Feldes bzw. des »Richtungsbiindels«
rein mathematifch deduzievren. — Diefe Mdglichkeit ift fiic den drei-
dimenfionalen Fall nicht von ausfchlaggebender Bedeutung, da
fich die fpbdrifche Struktur des Richtungsbiindels auch unabbingig
von ibt konftitutiv begriinden 148t, aber fiir den vievrdimen-
fionalen Fall (wenn die Zeit mit hinzugenommen witd) ift der
Weyliche Beweis von enticheidender Wichtigkeitl. — So ift alfo
die Ebenbeit im Kleinen die notwendige und binveichende (!) Be-
dingung fiit das Beftehen eines naturgemifien Aufbaues der teinen
Infinitefimalgeometrie und diefe konftitutiv fo wichtige Bedingung
ergibt fich bhier aus rein mathematifchen Griinden als das einzig
Naturgemifle, ja man kann faft fagen, als das einzig Mdgliche.

E. Die infinitefimalgeometrvifche L6fung des Problems
des Meffensimvariabel gekviimmten Raum,

Nun haben wir die Mittel in der Hand, das Problem der Metrik
im vaviabel gekriimmten Raum prinzipiell zu l6fen. Die veine In-
finitefimalgeometrie baut fich auf derfelben Grundlage auf, die wit
auch phinomenologifch (tiigen konnten: auf dem Prinzip der »fphi-
vifhen« Struktur des Ridhtungsbiindels bzw. der Ebenbeit des
Raumes in den Kleinften Teilen. Nicht mebr und nicht weniger
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1aft fich fowobl transzendental als auch mathematifh begriinden
(fiehe unter C.). Zwingend ergibt fich aus ibm derv ganze Gang der
phinomenologifchen Konftitution des euklidifchen Phantomraums. Und
umgekebrt ift aus dem Beftehen jenes konftituierten homogenen
Raumes nichts andeves zu fchliefen, als die Geltung jenes Prinzips
fiir den pbyfikalifthen Raum. Sofern man alfo alle nicht im Wefen
der materiellen Welt notwendig enthaltenen Bedingungen fiiv den
Raum der Natur aufbebt und fich die Frage nach der allge-
meinften mit den konftitutiven Wefensgefetien ver-
einbaren Raumform ftellt, witrd man mit zwingender Not-
wendigkeit gerade auf die »teine Infinitefimalgeometrie« Weyls
gefiibrt, Sie ift daber die wefensmiflig vorgefchriebene Grundlage,
auf welder das metrifiche Problem in der Phyfik radikal zu ftellen ift.

Damit haben wir den gefuchten Gedanken gewonnen, der iiber
den vefignierten »Konventionalismus« hinausfiibrt.

Wir kdnnen eine Metrik begriinden auf Grund eines infinitefi.
malen »metrifchen Zufammenbangs« im Sinne Weyls. Dieler Zu.
fammenbang, dev die Richtungs. und Stredkeniibertragung im Raum
beftimmt und damit ein Winkelmafl und Liangenmaf lefect, ift von
der materiellen Erfiillung des Raumes abbhidngig. Diefe beftimmt
in jedem einzelnen Fall in jedem einzelnen Punkt, in welchen Vektor
bzw. in welche Strecke ein beftimmter Vektor bzw. eine beftimmte
Stredte bei der Ubertragung nach dem Nacdhbarpunkt iibergeht.

Damit find wir abev fcheinbar nicht weiter gekommen. Denn
die ganze Sdcwievigkeit des Meffungsproblems im variabel ge-
krilmmten Raum riibrte ja daber (vgl. die Husfiibrungen fub B), dafl
es unmdglich fchien, die Effekte der Raumkriimmung von den
Kaufalwirkungen zu untecfcheiden. Haben wir jeft etwa die Mittel
in der Hand, diefe Untericheidung durchzufiibrven?

Die Antwort darvauf lautet, dal wir jene Mittel allerdings nodch
nicht vollftindig befien, da wir aber einen Wegweifer haben, um
zu ihnen zu gelangen. Denn wir wiffen jetit, welche mathematifche
Form die Naturgefeie haben miiffen, die die Metrik des Raumes
beftimmen. Es find die das Beftehen des affinen und metrifchen
Zufammenbangs ausdriickenden Gleichungen, die uns die Form der
Struktuvgefeje der Welt geben, in denen fich die »Effekte« der
Raumkriimmung ausdriicken. Es ftebt alfo nicht mebhr in unferem
Belieben, dies oder jenes metrifche Gefety »konventionell« feftzufeten;
wit find diefer dhaotifchen Unbeftimmtheit in der »Anfegung« derv
phyfikalifchen Gleichungen nicht mebhr ausgeliefert. Sondern wir
miiffen die pbyfikaliichen Gefege daraufhin unterfuchen, ob fich unter
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ibnen weldhe finden, die die mathematifche Form des affinen odev
metrifchen Zufammenhangs haben. Diefe find dann die »ftrukturalene,
der Reft find die »kaufalen« Naturgefetye.

Dies ift alfo, in fchematifcher Form, der Weg, der zur Begriin.
dung einer nicht-konventionellen Metrik fiibren kann.

Verfubt man ibn nun in konkreten Unterfuchungen zu be.
fchreiten, fo erkennt man bald, daB man das metrifche Problem
des Raumes nicht ifoliert behandeln kann. Wir wiffen fchon, daf,
um dev Matevie iiberbaupt Beweglichkeit zu geftatten, man aucdh
eine zeitliche, nicht nur eine rvdumliche Variation des Kriimmungs-
mafles zulaffen muB. Damit erbebt fich aber das Problem der Zeit-
meffung und vor allem die Frage nach den Gefefien derv Verbindung
(Koppelung) von Zeit und Raum. Wir kommen alfo zu einev Er-
weiterung des metrifchen Problems auf die gefamte ftruktuvale Ver-
faffung der Welt in Zeit und Raum.

Diefes verallgemeinerte Problem ift der Gegenftand einev fehr
umfaffenden Theorie der neueften Phyfik geworden, der Einftein.
fchen »allgemeinen Relativititstheovie«. Es madcht gervadezu ihve
prinzipielle Seite aus.

Wir werden alfo erft dann unfere Unterfuchungen iiber die
Hnwendung der nichteuklidifchen Geometrien auf die Phyfik zu
einem gewiffen Abichluf gebracht haben, wenn wir die Einstein-
fche Theorie und befonders ihre Erweiterung und Wendung ins
Prinzipielle, die fie duvrch H. Wey!l evhalten hat, in den Kreis un.
ferer Betrachtung gezogen haben. Dies wird die Hufgabe des fol-
genden dritten Rbfchnitts fein.

Dritter Ablchnitt.

Phanomenologifche Unterfuchungen iiber die
prinzipielle Bedeutung det Einfteinfchen
allgemeinen Relativitdtstbeorie.

Vorbemerkung.

Um falichen Erwartungen von vornberein vorzubeugen, fei be-
merkt, daf es nicht mdglich war, biet eine phianomenologiiche Durch-
arbeitung der Relativitdtstheovie zu geben, die auf Vollftandigkeit
jrgendeinen Anfpruch machen kdnnte. Das verbot einerfeits dev
Umfang und die Verwidkeltheit der Theorie, auch die Unmdglichkeit,
in diefer Arbeit die Hilfsmittel der mathematifchen Analyfe zu be-
nugen, andevevieits dev Mangel einer axiomatifchen Duvcharbeitung
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der Grundlagen der Relativititstheovie,!) wie wit fie fiiv die Geo-
metrie nach jahrzehntelanger Arbeit bheute beflijen. So wiffen wir
faft nie, in welchem Verhiltnis die mannigfach fich kreuzenden Ge-
dankenveihen der Theorie genau genommen ftehen. Wir kdénnen
wobl oft einfehen, dafl gewiffe Gedankengdnge mdglich und in fich
konfequent find, aber nicht, dafl fie die einzig mdglichen find, oder
welche anderven mdéglich waren. Wir kennen oft nur binveichende,
aber nicht die notwendigen Bedingungen der einzelnen Theoreme.
Fiir die konftitutive Analyfe widre aber gerade das letite von ent-:
fcheidender Bedeutung. — Die Huswabl, die wir aus dem weit-
fchichtigen Problemmaterial trafen, richtete fich nach dem Ziel der
ganzen HArbeit: uns lag daran die prinzipiellen Gedankenveiben, die
fich uns iiber Metrik, Struktur und Kaufalitit ufw. zulejt aufge-
dvdngt batten, bis zu der Stufe weiterzufiihren, die fie in der
neueften Entwicklung dev Phyfik implizit erveicht haben. Wit wollen
alfo das Prinzipielle an der Einfteinfchen Theovie beraus-
heben, deffen fich die Phyfik als pofitive Wiffenfchaft nicht explizit
bewuflt ift und fein kann,*)

§ 18. Uber die Aufgabe der phanomenologifchen
Untetrtfuchung einer phyfikalifchen Theorie.

Wenn hier am Schluffe eines Verfuds einer prinzipiellen Grund-
legung der Geometrie Betrachtungen iiber eine fcheinbar fpezielle
phyfikalifche Theorie fteben, fo ift dies nicht obhne weiteres verftind.
lich. Es bedarf daber einer kurzen Vorviiberlegung dariiber, was
denn iiberhaupt eine phidnomenologifche Unterfuchung einer phyfi-
kalifchen Theorie bezwecken kann.

1) Anfdge dazu bei Reichenbach, »Relativititstheorie und Erkennt.
nis a priori« (Berlin 1920) und Phyfikalifche Zeitichrift 22 (1921), S. 683ff.
(»Bericht iiber eine Hxiomatik der Einfteinlchen Raumzeitlebre«).

2) Literatur zuvr Relativitdtstbheorie. — 1. mathematifch:
pbyfikalifche: a) A. Einf{tein, Die Grundlagen der allgemeinen Relativitats:
theorie, Leipzig 1916. (Grundlegende Originalabhandlung). b) H. Weyl,
Raum, Zeit, Materie. 4. Auflage (!), Berlin 1921. (Griindlichfte und audh in
prinzipieller Hinficht befte Darftellung, worin fich auch rveiche Literaturan.
gaben finden.) — 2. philofopbifche: a) H. Reic enbach, Der gegenwirtige
Stand der Relativitdtsdiskuffion, Logos Bd. X, S. 361ff. (1922). (Kritifche Dar:
ftellung der verfchiedenen philofopbifchen Anfichten iiber die Relativititstheorie
mit veichen Literaturangaben; in der Kritik vielfach treffend, aufier in den
Bemerkungen gegen Weyl). b) J. Cobn, Relativitdt und Idealismus, Kant:
ftudien Bd. 21, S. 222ff. (1916). ¢) E. Caffirer, Zur Einfteinfchen Relativi-
tatstheorie. Erkenntnistheovetifche Betrachtungen, Berlin 1921. (Vertreten
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Eine pbyfikalifche Theorie ift bekanntlich eine Zufammenfaffung
einer grofien Anzabl empiriicher Feftftellungen zu einem deduktiven
Syftem. Genauer gefagt: An der Spitte der Theorvie ftehen wenige
Grundgefetie, zunidchft bypothetifchen Charakters. Hus ihnen laffen
fib alle durch die Theorie erklirbaren Beobachtungsergebniffe
als Folgerungen gewinnen und zwar mit quantitativer Genauig-
keit. Eine dervartige Theotie ift allo ein bypothetifch-deduktives
Syftem.

Nun ift aber »Deduktion« bhier nicht ganz ftreng im Sinne von
formallogifcher Deduktion zu nehmen. Hufer jenen hypothetifch an-
gefetiten Grundgefeien, die explizit ausgefprochen wevden, gehen
in die Theorie apriovifch-materviale, im Wefen des betr. Sachgebiets
griindende Site ein, die oft nuv ftillichweigend zugeftanden werden.
Nur wenn man jene Grundbypothefe und jene unausgefprochenen
Sde vorausfehht, kann man rvein formallogiich die Einzelergebniffe
folgern. Der Wahrheitsgebalt einev pbyiikalifchen Theovie befteht
alfo 1. aus jenen impliziten apriovifich-materialen Sdtien; 2. aus den
in den expliziten »Hypothefen« zufammengefafiten empirciichen Be-
obachtungen.

Fiiv den Phdnomenologen find die eciten Sdtie apriovifch-mate-
vialer Natur das Wichtige. Da fie nun in dev pofitiv- wiffenichaftlichen
Geftaltung zumeift vermifcht mit den empivifchen Beftandteilen dev
Theorie oder liberhaupt implizit auftreten, fo ift es die evfite Huf-
gabe der phdnomenologifchen Unterfuchung, fie vein und explizit
bevauszuftellen. Die zweite HAufgabe ift dann, jene Side tranizen-
dental zu begriinden.

Fiir die Relativitdtstbeovie find im folgenden diefe beiden Auf-
gaben in Angriff genommen worden; ibve vollftindige Léfung muf}
der Zukunft iiberlaffen bleiben. —

Uber die befondere Bedeutung der Relativititstheorie brauchen
wir nichts mehr zu fagen. Wir falfen fie, wie im legten Hbfichnitt
am Schlufl gefagt, als ein Grundftiick der Methodik der modernen
Phyfik auf, das der Sicherung der =zeitlichen und rvdumlichen
Meffung dient,

beide den tranfzendentalen Idealismus, obne indeffen bis zu konkreten Ana-
lyfen vorzudringen). d) M. Sch1ick, Raum und Zeit in der gegenwirtigen
Phyfik, Berlin 1919, e) Derfelbe, Kritiziftifche oder empiriftifthe Deutung
der neuen Phyfik? Kantftudien Bd. 22, S. 96ff, (1921); f) H.Reichenbadh,
Relativitdtstheorie und Erkenntnis a priovi, Betlin (1920). (Beide, in Einzel.
beiten vielfach treffend, verkennen die Mdglichkeit einev apriorifchskonftitu-
tiven Begriffsbildung.)
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Gliederung der Problematik.

Wir werden unfere Betrhdvtungen wie folgt einteilen:

1. Unterfuchung der mechanifichen (d. h. aus der Phyfik der
Matevie entipringenden) Wurzel der Relativititstheorie. Problem
der Relativitdt der Bewegung. Seine Rolle fiir die Begriindung der
Dynamik in ibver hiftorifchen Entwicklung dacgeftellt (§ 19). 2. Unter.
fuchung der optifchen (feldpbyfikalifchen) Wurzel der Relativitits.
theorie. Problem der endlichen Fortpflanzungsgefchwindigkeit des
Lichtes. Seine Bedeutung fiir den Begriff der Gleichzeitigkeit (§ 20).
3. Darlegung der prinzipiellen Seite der gefamten Relativitidtstheorie.
Léfung des Problems von Struktur und Kaufalitdt (§ 21).

§19. Die mecdanifche Wurzel der Relativitdtstheovie:
(DasPrinzip derRelativitdt derBewegung in feinem
Zufammenhbang mit der Grundlage der Dynamik.)
A Zur gefchichtlichen Entwidlung
des Bewegungsbegriffs.

Die folgende Uberficht iiber die Gefchichte des Bewegungsbe-
griffs beabfichtigt nicht, neues bhiftorifches Material zu bringen. Sie
ftellt die an fich bekannten gelchichtlichen Tatfachen nur in einem
Zufammenbang dar, der in feiner ganzen Folgerichtigkeit, mit det
er von der aviftotelifchen Phyfik bis zur Einfteinfchen Rela-
tivititstheorie fiihrt, wobl noch nicht gefeben worden ift.') Vor
allem aber bat fie den Zwedk, den Grundgedanken der Relativitits-
theotrie felbft verftindlicher zu madchen. —

Die Phyfik der Renaiffance, die in Galilei gipfelt, entftand
zu einem wefentlichen Teil als Gegenbewegung gegen Ariftoteles.
Wir miiffen daher zu ihrem Verftindnis zundchft Einiges aus der
aviftotelifchen Bewegungslehre darcitellen. Hierbei find wic
uns bewufit, der Eigenart der aviftotelifchen »Phylik« nicht
gevecht zu werden; vor allem nicht ibrer Bedeutung fiir das philo-
fophifche Gefamtfyitem des Aviftoteles. Denn wir betrachten
fie nur von unferer modernen naturwiffenichaftlichen Problemftellung

1) Uber die biftorifchen Quellen orientiert man fich (aufec fiir Ariftos
teles) am beften bei E. Caffirer, Das Erkenntnisproblem in der Pbilo-
fophie und Wiffenfchaft der neueren Zeit. (Berlin 1906/07) Band I u. II. — Auch
L. Lange, Die gefchichtliche Entwidilung des Bewegungsbegriffs. Wundts
pbilofopbifche Studien Band III (1886) ift zu vergleichen. — Fiir die moderne
Phyfik kommen in Frage: Andrade, Lecons de mécanique pbysique, Paris
1898; Enrigues, Probleme der Wiffenfchaft Band Il (Leipzig 1910); Vo,
Die Prinzipien der Medanik, Enzyklopddie d. math. Wilfenfch. Band 1V, 1.
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aus; d. b. fo, wie fie die Entwicklung der abendlindifchen wiffen-
fchaftlichen Phyfik (nicht Philofophie!) beeinflufit hat.

Fiit uns find drvei Hauptpunkte der ariftotelifchen Bewegungs-
lehre bedeutfam.

1. DieEinteilung der Bewegungenin »natiivliche«
und »gewaltfame« (pboer, rare @voww — maga @iowy, fig);
wobei fiir uns nur die anorganifchen Bewegungen in Frage kommen.!)

Es gibt dvei Hrten einfacher natiitlicher (anorganifcher) Be-
wegungen (t7e’ &hhov, rara @lov): die Himmelsbewegungen (gleich-
formige Kreisbewegungen), die der fchweren und der leichten
Korper (radial, auf das Weltzenttum zu bzw. von ihm weg).
Ihnen entfprechen drei HArten einfacher Korper: die Himmelskdrper,
die f{chweren Elemente Evde und Waffer und die leichten Elemente
Luft und Feuer.?) Hlle anderen medanifchen Bewegungen, z. B.
durch Druck, StoB, Zug ufw. find gewaltfam.

2. Phyfikalifche Wirkfamkeit des Ovtes (vdmog), —
Die »natiirlichen« Bewegungen des Schweren und Leichten gehen vor
fich durch die pbhyfifche Wirkung des Ortes. Sie zeigen nicht nur,
daf der Ort etwas ift, fondern auch, daB er ein gewiffes »Vermdgen«
(ddrauic) hat?) (man vergleiche den modernen Ausdruck »Potentiale«).
Die Bewegungen der fcdhwevren und leichten Koérper werden alfo
ganz dhnlich erkldrt, wie man fich heute die Bewegung pofitiv und
negativ geladener elektrifcher Maffen im elektrifchen Feld vorftellt.

3. Relative und abfolute Bewegung. — Die Rela-
tivitdt des Ortes*'), des Orientierungsfyftems?®) (vechts — links, oben

1) Vgl vor allem: Phyfik, Buch VIII (), c. 4. (p.254b, 7ff) Hus diefer
Stelle kann man folgende Einteilung des Bewegten entnebmen:
1 xevolueve

xer GuupEpnxrcs xed «bre
(mitgenommen durch ein (felbftindig Bewegtes)
anderes Bewegtes)

(organifch) ¢’ éwvrov  Ua’ dllov (anorganifch)
(B. d. Tieve) 16v (¢wv

g iae x-(H(‘l g oy 71«9({ yuoLy
Himmelsbew. Rl
B. d. (Wurf und dgl.)
fchbweren u. leichten
Kérper.

2) Siebe de coelo I, c.2—3 (p.268b, 11 — 2704a, 35).

3) Siebe Phyfik IV, c. 1 (p.208b, 8-11). .

4) Dies liegt fchon in dev Definition des Ortes, als der Umgebung eines
Koérpers (Pbyfik 1V, c. 4. — p. 210b, 34 — 2114, 1).

5) Siebe z. B. de coelo i, c. 2 (p. 284b, 6 — 2864, 2).
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— unten) und der Bewegung!) wird klar erkannt. Trogdem ift
Hriftoteles, vermdge der regelmifigen Anordnung der Kdrper
im Weltall, imftande, ein ausgezeichnetes Bezuglyftem zu definieven
und die davauf bezogene Bewegung als abfolute aufzufaffen. Diefer
als (abfolut) rubend gedachte Kdrvper ift die Evde, um die herum
die Himmels{phdven gelegt find. Es ift wefentlich fiiv die Mdglich-
keit einer folchen Huffaffung, dafl es nur ein derartiges Syftem
gibt. Daher fucht Hriftoteles die Unmdglichkeit mehrerer
»Himmel« zu beweifen.’) —

Es ift bemerkenswert, daBl diefe aviftotelifchen HAnfchau-
ungen der naiven Huffaffung des tédglichen Lebens in hobem Mafle
entiprechen. Wir untericheiden in unfever natiirlichen Anfchauung
velative Bewegungen und »abfolute« Bewegungen (mit der Evde
als Bezugfyftem). In anderer Hinficht baben wir als Arten der Be-
wegung:

1. Die Kkaufal-erklirbaren Bewegungen. D. h. die duvch Zug und
Druck bervorgerufenen mechanifchen Vorgidnge, denen man
die Kaufalitéit sanfiebt«.”) Chavakteriftifch ift fiiv fie die Nabe-
wirtkung und als Folge davon die Relativitit der Bewegung
auf den Bewegungszuftand des bewegten Kdrpers vor dev
Einwirkung.

2. »Natiirliche Bewegungen«: wie bei Ariftoteles die Geftitn-
bewegungen und die Fallbewegung. Nach ihven »Urfachene
im mechanifchen Sinn fragen wir nicht. Diefe Bewegungen
find ovientiert auf das abfolute Bezugfyftem, die Evde.

3. »Magifche Bewegungene«, d. h. unetkldrbare Bewegungen, die
aber doch eine Ecklarung fordern: z. B. Bewegung infolge
Anziehung durch einen Magneten. Sie rufen das Erftaunen
des natiirlichen Menfchen hervor mit ibver »Fernwirkunge«. —

Gegen die aviftotelifche Phylik wendet {ich in allen dvei
Hauptpunkten die Phyfik der Renaiffance, um fchlieflich in Galileis
und fpdter noch ausgefprochener in Newtons HAuffaffung in einen
geradezu extremen Gegenfai zu ibr zu gevaten. Demgegeniiber
bat fich die moderne Phyfik in mancher Hinficht dem Ariftoteles
wieder angenidbert.

1) Siebe Phyfik 1V, c¢. 4 (p. 211a, 19 — 21).

2) de coelo 1, ¢c. 8 (p. 276a, 18 — 277b, 26).

3) Vgl. bierzu die feinfinnigen Belchreibungen bei W. S ch ap p, Beitriige
zur Phdnomenologie der Wahrnebmung (Halle 1910). — S.18-26; 32-36;
bef, aber S. 48 —52.
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Das treibende Motiv diefer Entwicklung ift wohl in der neuen
Kosmologie zu fuchen. Durch Copernicus wicd die zentrale
Stellung der Evde befeitigt, wenn auch bei ihm die Welt noch einen
Mittelpunkt in der Sonne bhat. Selbft Kepler nimmt nodh ein
Weltzentrum an, wenn auch aus metaphyiifchen Griinden und ecft
Galilei madht fich von diefer Vorftellung gidnzlich frei.)) Bei
Newton find dann die Maffen der Welt ganz zufillig verteilt.?)

Damit in Zufammenhang fteht die Bekdmpfung der ariftotelifchen
Lebre von der phyfikalifchen Wirkfamkeit des Ovrtes. Schon Telefio®)
leugnet den Einfluf} des »Oben« und »Unten« auf die Bewegung der
Dinge und Gilbert fpricht die abfolute Unabhingigkeit von Phyfik
und Geometrie mit groBer Klarheit aus: »Devr Ort ift ein Nichts, ev
exiftiert nicht und iibt keine Kraft aus; fondern alle Naturgewalt
ift in den K&tpern felbft entbalten und begrviindet.«*) (Gilbert,
de mundo nostro sublunari philosophia nova. - Amftelod. 1651, —
I, 21 S.61; 1,8 S. 144.) Es ift dies natiiclich das Gegenteil dev
aviftotelifchen Behauptungen. (Vgl. Phyfik IV, c. 1. [S. 208b, 8 —11]:
»((l (fOQOL TOV (PUOLADY CWUATOY ral GrEd@Y . .. o0 uévoy dnhobory, Gre
fort e & térwog, ald’ bri wel Fyer Tive dtvauy.e)

Endlich folgt hieraus die Unmdglichkeit der Hufrechterhaltung
derv »natiirlichen« Bewegung im ariftotelifchen Umfang. Schon Kepletr
fordert fiir alle Naturericheinungen, kosmifche wie ivdifche, eine
»phyfifche Hypothefe.«%) Damit gebt Hand in Hand bei ibm und
Gilbert die Entwicklung des modernen Kraftbegriffs,’) die dann
iiber Galileis Entdeckung der Beichleunigung zu Newtons fiic
die ganze Klaffifche Phyfik fundamentalem Begriff der vis impressa
als Urfache der Anderung des Bewegungszuftandes fiibrt, als deven
MaB das Produkt aus Maffe und Befchleunigung dient. (Newtons
lex 1) Der neuere Kraftbegriff, die Idee der mechanifchen Be-
wegungsurfache, entfpringt alfo gerade aus denjenigen Ericheinungen,
die Ariftoteles als »gewaltfame« Bewegungen bezeichnet hatte.
(sUrfache« ift hier etwas ganz andeves als das ariftotelifche »ai7t0v,)
Je mebr das Beftreben nach mechanifch-kaufaler Evkldrung wichft,
um fo mebr Bewegungen wevden zu »gewaltfamen« geftempelt.
Bei Galilei und Newton ift {chlieflich von dev ariftotelifchen

1) Vgl. Caffirer, Lc. ], 315-16.

2) Vgl. unfere fritberen Husfiibrungen in § 15 (S. 511-12).

3) Caffiver, l.c I, 233

4) Vgl. Caffirer L c. 1, 276 (nach deffen Uberfepung zitievt ift).
5) Caffiver, l.c. I, 262—69.

6) Caffiver, L c. 1, 269281,
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»natiiclichen Bewegung« gar nichts mebr iibrig geblieben — als die
gleichfétmig gevadlinige Tvidgbeitsbewegung.!) Newtons Gravi-
tationslehre macht auch die Himmelsbewegungen zu erzwungenen,
duvdh die Kraft der Gravitation. Die Kaufalitit wird Alleinbherricherin.
In der Idee der (der natiirlichen Hnichauung fo wenig zufagenden)
Fernkraft gipfelt diefe Tendenz.?)

Das hier in den Grundziigen angedeutete Syftem der Kklaffifchen
Dynamik enthidlt nun eine fundamentale Schwierigkeit binfichtlich
des Bezugfyftems, auf das die Bewegungen bezogen wevrden.

Die durch Nabwirkung verurfachten Bewegungen find relativ
auf den beeinflufften Kérper. Dagegen erfordern die »natiirlichen«
Bewegungen ein Bezuglyftem, das bei Ariftoteles durch die vregel-
mifige Struktur der Welt gegeben wurde, die cine abfolute Topo-
graphie des Kosmos geftattete. Im Newtonfchen Weltbild gibt es
kein folches kosmifches Bezugfyftem, denn die Materie-Verteilung
im Weltraum ift ja durchaus unvegelmiflig. Worauf foll man alfo
die Gravitations. und Trdgheitsbewegungen beziehen? Newton balf
fich durch den Anfaty des »abfoluten« leeren Raumes. Er fuchte die
Exiftenz diefes abfoluten Raumes zwar metaphyfifch bzw. theologifch
zu begriinden (der Raum als sensorium Dei), aber fpiter zeigten
Eulevs febr klave Husfiibrungen, daf} diefer abfolute Raum nur
deshalb, weil er als Bezugfyftem eine ganze beftimmte unentbehr.
liche Funktion im Hufbau der Mechanik ausiibt, angefett wird.®)
(Es gebt dies auch davaus hevvor, daf die Newtonfche Mecdanik
ftreng genommen gar nicht einen abfoluten Raum, fondern nur ein
»abfolutes Richtungsiyftem« bendtigt. Denn fie ift allen Trans-
lationen der gefamten Welt gegeniiber invaviant.)

Soweit ift alfo die klaffifche Phyfik in der unangenebmen Lage,
ein »abfolutes« Bezugfyftem anfetien zu miiffen, fiic das ibr ein ob-
jektives Fundament ganz und gav feblt, das iiberhaupt nur denkbar
ift als Huszeichnung gewiffer Bewegungen, namlich der Gravitations-
und Trédgheitsbewegungen. Nun hatte fich fchon kurz nacdh Newton,

1) Diefe wiirde unter den aviftotelifchen Begriff der »natiitlichen
Bewegung« fallen, wenn H. fie iiberhaupt gekannt bitte.

2) Freilich baben fich die kavtefifch en Pbyfiker, dann Huyghens,
Leibniz u. a, ja auch New ton felbft gegen diefe Konfequenz der Fern.
wirkung aus pbilofopbifchen Griinden geftrdubt. Hber diefe ift doch fiir die
exakte Phyfik bis ins 19. Jahrh. binein (bis auf Faraday und Maxwell)
mafigebend geblieben.

3) Vgl. bierzu Caffivers fchdne Darftellung, 1. c. II, S. 339-57; fiiv
die metapbyfich-theologifche Seite: I1I, S. 357—75. — L. Langes HAnichau-
ungen fiber Euler (1. c. S. 647--57) kénnen wir nich t teilen.
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vor allem auf dem Kontinent, ein Syftem der Mechanik entwidkelt,
das fich auf Vorgidnge befchvénkt, die von den Schwievigkeiten des
Bezugfyftems nicht getvoffen wevden. Hlle fog. »Prinzipien der
Medhanik«, von Lagrange und d'Alembert bis zu Gauf
und Hamilton, beziehen fich nur auf Nab wirkungen und des-
halb auf Relativbewegungen.

Andrade!) bat dies zum Husgangspunkt einer prinzipiellen
Kritik dev Kklaffifichen Medanik genommen und Enviques?) hat
fpdter gezeigt, daB man diefen Gedankengang auch an Newtons
»leges motus« felbft ankniipfen kann. Es ergibt fich ndmlich, dal man
die Mechanik einteilen kann in einen allgemeinen, von der beliebigen
ftetigen Bewegung des tdumlichen Koovdinatenfyftems unabhidngigen
Beftandteil und einen fpeziellen, auf ein ausgezeichnetes Bezugfyftem
angewiefenen. Andrvrade untericheidet: den »natiitlichen Lauf der
Dinge«, wofiiv er keine mechaniichen Kvifte anfeyt, den er nur vein
defkriptiv behbandelt, und den auf diefen ausgeiibten Zwang, aus
dem die eigentliche Leiftung der mechanifchen Kraft befteht. (Sie
ift proportional der Hnderung der Befchleunigung, die fie an dev
»natiitlichen Bewegung« hetvorbringt.)’) Der »natiirliche Lauf« be-
ftebt in fdmtlichen Gravitations- und Trdgheitsbewegungen. Damit
kebrt Andrade alfo im wefentlichen zur acviftotelifchen An.
fchauung zuriick; nuv ift natiiclich der moderne Kraft- und Urfachens
begriff nicht aufgegeben. Diefe Andrad efche Formulierung ift zwar
fiilcr das univerfelle Kaufalbediicrfnis unbefriedigend, aber fie ift an
Klarbeit der Newto nfchen iiberlegen. Denn fie weift von vorn.
berein das Verlangen nach kaufaler Evkldrung dort zuriick, wo es
nicht befriedigt werden kann. Newtons Raumbegriff dagegen
ift eine Erfchleichung; der Raum bhat bei ibhm insgeheim doch eine
phyfifche Witkfamkeit. — Ma ch*) hat die univerfelle Kaufalforderung
feinerfeits von neuem erhoben und ift fo konfequent gewefen, fiic
die Zentrifugalkvidfte, die bei der fog. »abfoluten Rotation« auf-
tveten, kaufale Wirkungen feitens dev Fixfterne, gegen die der betr.
Kdvper fich dveht, anzunehmen. Hber er konnte ivgend etwas Nédheves
iiber jene Wirkung nicht fagen.

1) Legons de mécanique pbysique. Paris 1898.

2) Probleme der Wiffenfchaft, Teil II, Kap.V, § 21. (Leipzig 1910.)

3) Bei Newton felbft kann man die lex 1 (Trdgheitsgefey) und die
lex II (bezogen auf die »beginnende Bewegung« velativ zu dem beeinflufiten
bewegten Syftem) untericheiden. Die lex I ift kein fpezieller Fall der lex Il
- Vgl. Enviques, Lc I, 8. 413-23.

4) Die Medhanik in ihrer Entwicklung (Leipzig 1883), Kap. I, 6.
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Damit haben wir die biftorifche Entwicklung der Dynamik bis
zur Gegenwart verfolgt und wir wenden uns nun dem fyftematifchen
Gebhalt des Prinzips der Relativitit der Bewegung zu.

B. Derfyftematifche Gebaltdes Prinzips der Relativitdt
derBewegung.

Sowohl Andrade wie Mad, wenn fie aucdh in dem Punkte
des Geltungsbereichs, den fie der Kaufalitit eintdumen, verichiedener
Meinung find, find doch beide von der kinematifchen Relativitit dev
Bewegung iiberzeugt. Eine in kinematifcher Hinficht abfolute Be-
wegung ift unmdglich.

Eine kurze phdnomenologifche Uberlegung beftitigt dies. Ein
gegebener Raumpunkt, ein beftimmter Ort ift immer nur in einer
gewiffen Orientierung zu mir gegeben. Direkt wahrnehmbar ift
iiberbaupt nur ein Ort im ovientierten Raum. Obwobl fich der
homogene Raum im Wandel der orvientierten Rdume als feiner
» Afpekte« konftituiert, fo ift damit doch nicht jede Abbdngigkeit des
Ortes von der Orientierung aufgehoben. Nur kann an Stelle des
»ichlichen« Orientierungsfyftems des ovientierten Raumes ein auf ein
beliebiges Ding als Zentrum bezogenes treten. Irgend ein Koordinaten-
fyftem muf indeffen ftets vorbanden fein. Um Weyls plaftifche
Ausdrucksweife zu gebrauchen: »Das Koordinatenfyftem ift das un-
vermeidliche Refiduum der Ichvernichtung in jener geometrifch - phyfi-
kalifchen Welt, weldhe die Vernunft aus dem Gegebenen unter dem
Namen »Objektivitit« bervausichidlt, — lettes diicftiges Wahrzeichen
noch in diefer objektiven Spbhidre dafiir, daB Dafein nur gegeben
ift und gegeben fein kann als intentionaler Inbhalt der Bewuftfeins-
erlebniffe eines veinen, finngebenden Ich«.!) Darin kommt nichts
andeves zum Ausdruck als das Prinzip des tranfzendentalen Idealismus.

So ift es verftindlich, dafl die Polemik, die H. Reinad gegen
das Prinzip der Relativitdt der Bewegung fiibrt, durchweg auf der
Verkennung des idealiftifchen Grundprinzips berubt.

Einige kuvze Zitate werden dies beweifen.”) »Gegeniiber der
naturwiffen{chaftlichen Bebhauptung, daf} alle Bewegung velativ wive,
ftellen wir die pbilofophifche auf, daf} alle Bewegung abfolut ift. . .«
»Setien wir in anichaulicher Vorftellung einen beliebigen Korper als
bewegten, ... fo bhaben wir da einen K&rper, der mit beliebig

1) Das Kontinuum, Leipzig 1918, S. 72.

2) Reinad, Gefammelte Schriften (Halle 1921); in Frage kommt der
pofthume Auffaty »Uber das Wefen der Bewegung.« (S. 406ff.) — Die Zitate
ftehen auf S. 420.
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anzufeiender Gefchwindigkeit einen anfchaulich mitgegebenen
Raum durchmifit. Die Bewegung ift Bewegung diefes Kérpers und
fonft nichts.« Das find zwei einander direkt widerfprechende
Bebhauptungen. Der »mitgegebene« Raum ift eben nichts andeves als
das Orientievungsfyftem mit smir« als Zentrum., Weiter fagt Reinadh
(L c. S. 421): »Da die Bewegtheit von Kdrpern fich nur in Riick-
beziehung auf rubende Kdrper oder ein kdrperlich ruhendes Ich als
witklich ausweifen kann, ... fo fcheint es nicht mdglich zu fein, in
irgendeinem Falle der realen Welt die tatféhliche Bewegtheit. .. eines
Kovpers feftzuftellen. ... In keiner Weife aber darf, was fiiv die
Feftftellung von Bewegung und Rube in der vealen Welt gilt, auf
das Wefen von Bewegung und Rube felbft iibertragen wevden.e«
Hier fpricht er felbft feinen Glauben an eine abfolute Bewegung
an-fich, die prinzipiell nicht feftftellbav ift, aus. Et befindet fich da-
mit in Widerfpruch mit der von uns vertretenen idealiftifchen Grund-
anfchauung, und wir kénnen ihm bier nicht folgen, ja feinev Be-
bauptung ftreng genommen Kkeinen fafbaren Sinn abgewinnen.

Reinad geht in feinem platonifierenden Realismus fogar iiber
Newton bhinaus, denn fiiv diefen ift der abfolute Raum als sen.
sovium Dei wenigftens (in allerdings nicht ndber faBbaver Weife)
fiilr das unendliche Subjekt Gott da und fomit nicht ein ganz ifo-
liectes Ding~an-fich.

Einen anderen Einwand kdnnte man gegen das Prinzip dev
Relativitit der Bewegung von dem Phidnomen der »fubjektiven Be-
wegung« aus etheben. Eine kinifthetifch oder fonftwie als fubjektiv
charakterifiecte Bewegung ift prinzipiell vor der Rube ausgezeichnet.
Man denke aufler an das »Kinidfthetifche« Bewufitfein der Glieder~
bewegungen an die »Bewegungstdufchungen«, wie die, die wir ev-
leben, wenn wir von einer Briicke ins Waffer des Fluffes fehen und
ploglich, duvch vuckweifen Hppevzeptionswechfel, vermeinen, daf
das Waffer ftillfteht und wir felbft famt der Briicke uns bewegen.!)
Der Wedhfel der Auffaffung fetit nun vorvaus, daBl es einen Sinn bat,
bei fich gleichbleibender Relativbewegung von der Bewegung odet
Rube meines Leibes zu veden, alfo im abfoluten Sinn., Hier bhaben
wir tatfichlich einen baltbaren, weil in einem konkteten Phéanomen
fih ausweifenden, Sinn des Ausdrucks »abfolute Bewegung«. Hber
dief e abfolute Bewegung ift phyfikalifch nicht von Bedeutung. Denn

1) Vgl dariiber Ma ch, die Analyfe der Empfindungen. (5. Hufl. 1906,
S.103—105) Mannigfache Detkriptionen folcher Bewegungstaufchungen finden
fih bei R. Hamann, »{ber die piychologifchen Grundlagen des Bewegungs-
begriffs«, Zeitichr. f. Plychologie, Bd. 45, S. 231ff,, 341,

Hufferl, Jahrbuch f. Philofopbie VL 35
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gevade jene Bewegungstiduichungen zeigen, dafl es eine interfubjektive
Wabtheit iiber jene Bewegungsphdnomene nicht gibt. Von zwei
gegeneinander fich bewegenden Perfonen kann jede fich zu be-
wegen meinen auf Grund ihres fubjektiven Bewufitfeins der Eigen.
bewegung und eine Enticheidung ift auf Grund des phdnomenalen
Tatbeftandes nicht méglich. —

Nachdem wir nun das Prinzip der Relativitit der Bewegung
geniigend gegen Angriffe gefichert haben, miiffen wir uns noch iiber
feine Bedeutung fiir unfeve prinzipielle Problemftellung klar werden.

Wir ftanden am Schluffe des II. Abfchnittes vor der Hufgabe,
eine Scheidung der ftrukturalen und kaufalen Naturgefeie vorzu-
nebmen, auf Grund unferer Kenntnis der mathematifchen Form dert
fiiv die infinitefimalgeometrifche Metrik grundlegenden Gefeje. Unfevre
hiftorifche Betrachtung hatte uns bis zu Andvrade und Madd ge-
fiibvt. Beide waven zu ihrver Grundpofition wefentlich verantafit worden
durch die HAnnabme des Prinzips der Relativitit der Bewegung.
Diefes verbot die Hnnahme abfoluter Gravitations- und Tri#gbeits-
bewegungen. Trotiddem blieb die Schwierigkeit der Zentrifugalkvaft
bei der »abfoluten« Rotation ufw. Hndrade formulierte klar, was
er von diefen Ervfcheinungen wufite: daf} fie nicht kaufal vor fich
gehen; daB fie felbft ein beftimmtes Bezugsiyftem (bis auf eine Trans-
lation) feftlegen, das aber nicht weiter irgendwo verankert ift. D. b,
et hob die Gravitations- und Tridgheitsbewegungen, »le cours naturel
des choses«, als Strukturgefety fcharf ab gegen die medbanifchen
Kaufalgefege (wie das »Prinzip des kleinften Zwanges«). Madh
bat das Verdienft, die Relativitit der fog. »abfoluten« Rotation
gegen die Fixfterne hervorgehoben zu haben, aber feine Verfuche,
fie kaufal zu interpretieren, miiffen wir als verfeblt anfeben.

So bleibt Andrades Auffaffung als die abgeklédrtefte beftehen.
Sie deutet bin auf die Gravitations- und Trdgbheitsgefetie als die
Strukturgefetie der Welt. Wir miiffen uns nun fragen, ob diefe in
ihrer mathematifchen Form geeignet find, den affinen und metrifchen
Zufammenbang des Raumes darvzuftellen. Dann hitten wic ja die
phyfikalifche Grundlage fiir unferen metrifchen Anfat auf Grund dev
Infinitefimalgeometrie gewonnen.

Das ift in der Tat dert Weg, den Einftein gegangen ift, und in
deffen Verfolgung es ihm gelang, Gravitationsfeld und affinen Zu.
fammenbang des Raumes zu identifizieren. Hllerdings bedarf es
dazu der Hineinnabme der Zeit in das metrviiche Problem und dev
Revifion der »klaffifchen« Hnfichten iiber die Verbindung von Zeit
und Raum, wie fie fich im Begriff der Gleichzeitigkeit ausdrviickt.
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Um bier weiterzukommen, bedarf es eben der Erweiterung der
Betrachtungen iiber den Rahmen der Mechanik hinaus. Die Frage
der Fortpflanzung einer Wirkung in die Ferne fpielt hevein. Dies
filbrt uns zu optifchen (feldpbyfikalifchen) Unterfuchungen.

§ 20. Die optifche Wuvrzel der Relativitidtstheorvie.
(Das Problem der Gleichzeitigkeit.)

A Zur Phadnomenologie der Gleichzeitigkeit.

Nichts ift dem unbefangenen Menfchen evidenter als die Gleich-
zeitigkeit zweier voneinander beliebig weit entfernter Erveigniffe.!)
Geben wir aber zuriick auf die pbhdnomenologifche Konftitution
diefes alltdglichen Tatbeftandes, fo ftehen wir bald vor fchwierigen
Problemen.

Evinnern wir uns zuniddft davan, daf} fich der homogene Raum,
an deffen Stellen wir jene sbeliebig weit entfernten Erveigniffee«
lokalifievren, aus einer Mannigfaltigkeit von Hfpekten, den »otien-
tiecten Rdumene« Kkonftituiert und zwar in devr Weife, da keine
ovigindire und momentane Etfaffung des gefamten bomogenen
Raumes mdglich ift. Dagegen ift fehr wobl eine orviginire momens
tane »Wabrnebhmung« des ovientierten Raumes mdglich; indem
namlich ein gewiffer konifcher Rus{chnitt divekt gefehen wird, und
das etwa Verdeckte und in meinem Riicken Befindliche »mitwabhts
genommen« wirvd. Grdfere Raumftiicke als die in Sehweite befind-
lichen find nur duvch fukzeffives Durchwandern orvigindr zu erv-
faffen; alfo nicht momentan, fondern wibvrend einer gewiffen Zeit.
dauer. Man dacf biergegen nicht einwenden, dafl uns etwa die
Sterne, die wit am Himmel feben, troff ihrer ungeheuren Ents
fernungen doch zugleich mit unferer Umgebung gegeben find.
Denn die Sterne find uns nicht in der »wabven« Entfernung ge-
geben, fondern in der Entfernung des »Hovizonts« (des fog. »Seh«
tnendlich«), als beftimmte limesartige Horizont-Phantome, die uns
von den »wirklichen« Sternen im Sinne der Aftronomie keine Vor-
ftellung, gefchweige denn ein ovigindres Bewufitfein geben.

Unterfuchen wir nun n#ber, inwiefern im otientierten Raum
verichieden entfernte Dinge zugleich gegeben fein kénnen, fo haben
wit im Sehraum den ausgezeichneten Fall der eigentlichen fimul.
tanen Wahtnehmung verfchieden weit entfernter Gegenftinde. Dies
beruht darauf, daf das Sehen ein Fernfinn ift.

1) Wir denken dabei zunichft an Phantomereigniffe.
as*



k48 Oskar Becket, 164

Im Taftraum find dagegen nur fimultan beriibrte Gegenftinde
wahtgenommen und fie kdnnen nur vermdge der verichiedenen
Entfernung der Glieder vom Rumpf etwas ndbher oder ferner fein.
Ebenfo kdénnen die smitwahrgenommenene Gegenftinde innevhalb
der »Sphdre der Erveichbarkeit« etwas ndber oder weiter vom

Orvientievrungszentrum abftehen. — Fiir uns ift daber nur der Ge-
fithtstaum, wo grdflere Entfernungsunterichiede mdglich find, von
Bedeutung. ‘

Um nun dem Problem der Metrik von Zeit und Raum in ihrer
Verbundenbeit, in der fie als principia individuationis des Welt-
gefchehens fungieven, ndber zu kommen, wollen wir uns zunichft
iiber die Konftitution des Phantomgelchehens klar werden.

Wenn wir die Konftitution der reinen Phantomriumlichkeit als
Leitfaden benutien, fo haben wir drei wichtige Stufen zu unterv.
fcheiden; das okulomotorifche Feld, den orvientierten Raum, den
homogenen Raum.

Hinfichtlich der Grdfenbeftimmung durvch Schdung baben wit
ebenfalls drvei Stufen: die »okulomotorifche Entfernunge« (die wir
bier mit der »finnlichen« zufammennehmen wollen), die »fkia-
graphifche Linge« und die »Phantomldnge«. Die evfite gibt fich als
Abfchattung der zweiten und diefe wieder als Ervicheinung der
dritten. D. h. wir bhaben das Phdnomen devr perfpektiviichen Ver.
kiivzung fchridger Strecken, und der peripektivifchen Verkleinerung
in der Ferne.

Gibt es dazu im Zeitlichen HAnaloga? Hndern fich zeitliche Ab-
ftinde mit der Entfernung? D. h. gibt es eine Zeitperipektive?
Solange man an dev direkten Fernwahrnehmung duvch das Geficht
fefthidlt, offenbar nicht. Beim vteinen Pbhantomgefchehen miiffen
witr zwei Eveigniffe, die, von einem gewifien Standort aus gefebhen,
einen beftimmten zeitlichen HAbftand haben, von allen Seiten und
aus allen Entfernungen in demfelben zeitlichen Abftand wahrnehmen.
Treten Differenzen auf, fo Konftituiert fich kein interfubjektives
Phantomgeichehen, obwobhl es ein in fich duvchaus einftimmiges
fkiagraphifches Gefchehen von jedem Punkt des Raumes aus geben
kann. Hber das »ovientierte« (fkiagraphifche) Gefchehen von den ein-
zelnen Standovrten aus hat dann nicht die Eigenfchaft, als Afpekt fiiv
ein (alle von den vervichiedenen Standpunkten aus fichtbaren Eveig-
niffe zufammenbindendes) Phantomgeihehen dienen zu kdnnen. Es
gibt doch audh (bei gewiffen »optifchen Tdufchungen«) Mannigfaltig-
keiten von Skiagrapben, die fich nicht in einftimmiger Weife zu
einem Phantom zufammenfichliefen. -
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Gehen wir nun zum materiellen Gefchehen iiber, zunddft ganz
im Sinne der klaffifchen Phyfik, fo ergibt fih uns eine Mdglichkeit,
auch in Fdllen, wo fich kein einftimmiges Phantomgefchehen kon-
ftitulert, zu einem widerfpruchsfreien Dinggefchehen zu kommen.
Indem wir die Wahrnehmung duvch die Fernfinne (Geficht, Gehdr)
als kaufale Wirkung auf unferen Leib betrachten, die fich im Raume
fortpflanzt, kdnnen wir die Fortpflanzungsgefchwindigkeit diefer
Wirkung in Rechnung ftellen und damit den »gefebenen« oder »ge-
hSrten« Zeitabftand des fkiagraphifchen Gefchehens korrigieren.!)
Wir erhalten damit ein Dinggefchehen, das als Phantomgeichehen
vorftellbar ift; ganz analog, wie auch fonft die klaffifche Phyfik den
Phantomen Dinge fubftruiert, die, wenn fie auch in den vium-
lihen Eigenfchaften (»primdren« Qualititen) von diefen abw ~hen,
doch wie Phantome vdumlich vorftellbar find. Man kann fich alfo
in der klaffifchen Phyfik ein Bild von den »wirklichen« Vorgidngen
machen, das ein »idealer Beobachter«, der alles durchichauen kdnnte,
genau wie ein Phantomgefchehen vor Hugen hitte.

Es bandelt fich alfo bei der Einfilbrung und Berviickiichtigung
der endlichen Fortpflanzungsgeichwindigkeit des Sdhalls und des
Lichts nicht eigentlich um eine »Zeitperfpektive«, fondern um den
Ubergang vom immer nur befchrinkt allgemeinen Phantomgefchehen
zum f{dhlechthin interfubjektiven materviellen Gefchehen.

Wie in andeven Punkten, ift aber auch biev die klaffiiche Phyfik
nicht witklich radikal und kritifch vorgegangen. Sie fchleppt auch hiet
eine Vorausfegung mit, die wiv in ganz dhnlicher Form fchon bei ibhv
angetroffen haben (f. 0. S. 503). Wie fie ndmlich fiir das dem wabr-
genommenen Phantom fubftruierte Ding den anichaulichen Chavakter
fordert, alfo im Grunde nur ein (von »fekunddven Qualitdten« ent-
bléBtes) Phantom an die Stelle des erften fetit, ganz ebenfo fub-
ftruiect fie jett dem Phantomgeichehen (bzw. dem fkiagrapbiichen
Gefchehen, falls gar kein Phantomgefcheben fich konftituiert) ein
»Dinggefchehen«, das im Grunde nur ein zweites Phantomgefchehen
ift. Diefer »Bilddharakter« des »witklichen« Gefchehens, d. h. diefe
vollendete HAnichaulichkeit, die geftatten wiirde, von ibhm ein »Modell«
herzuftellen, ift nicht begriindbar. Er ift keine notwendige Eigen-~
fchaft des materviellen Gefchebens. Ja, man kann noch mebr fagen:

1) Es widren bier ndbere Husfiibrungen notwendig iiber die Art, wie
man jene Fortpflanzungsgefchwindigkeit meffen kann, und auch dariiber, wie
man fich durch objektiv regiftrievende Apparate von dem Hineinfpieten der
plychophyfifchen Faktoren weitgebend frei machen kann. Dies alles geftattet
feinev prinzipiellen Methodik nach eine phdanomenologifiche Unterfuchung.
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er ift, fofern man alle Konfequenzen der endlichen Fortpflanzungs-
geichwindigkeit des Lichtes zieht, unmdglich. Diefe Konfequenzen
bat zuerft Einftein vadikal gezogen; fie bilden den Inbalt feiner
»fpeziellen Relativititstheorie«.

B. Uber die pbﬁnomenologivfd)e Bedeutung derv

fogenannten »fpeziellen« Relativitdtstheorie.

Den prinzipiellen Inbalt der Einfteinfd en »fpeziellen« Re-
lativititstheorie von 1905 kann man, von allen technifchen Einzel.
heiten befreit, kurz fo charakterifieren:!) wihrend es durch Ein-
fiibrung einer endlichen konftanten Fortpflanzungsgelchwindigkeit des
Lichtes mdglich ift, fiir eine Reihe von an verfchiedenen Orten befind-
lichen Beobachtern, die Zeitverhiltniffe eines beftimmten von jenen Be-
obaw..etn entfernt ftattfindenden Vorgangs eindeutig feftzulegen,
folange die Beobachtungsorte und der Ort des Vor-
gangsfidhgegeneinander nicht bewegen, geht dies nicht
mebr an, wenn jene Orte fich einander nidbhern oder voneinander ent-
fernen. D, h. fiiv eine Reihe von gegen den Ort des zu beurteilenden
Eveigniffes rubenden Beobachtern, verbidlt fich diefes wie ein
P bhantomgelcheben, fiirt bewegte Beobadhter aber nicht mebr.

Dazu ift noch zu bemerken, dafl dabei von Einftein voraus-
gefett ift: 1. daf eine Ubertragung von Ubren von einem Otrt zum
anderven nicht einwandfrei mdglich ift; daf alfo Gleichzeitigkeit nur
durch Signale mit endlicher Fortpflanzungsgefchwindigkeit feftgeftellt
werden kann; 2. dafl die verwendeten Signale die grofite bekannte
Fortpflanzungsgefchwindigkeit baben (denn fonft kdnnte man durch
fchnellere Signale, die fich fiir die in Frage kommenden Entfer-
nungen faft momentan iibertriigen, die Zeitverhiltniffe kontrollieren);
3. dafl die Fortpflanzungsgeichwindigkeit endlich und konftant ift.

Es bediitfte einer genaueven axiomatifchen Unterfuchung um
zu Konftatieven, weldhe von diefen Vorausfeiungen prinzipielle find.
Hiev fei nuv fo viel gefagt, daf die evfte notwendig ift, die zweite
dazu ecrforderlich, um zu vermeiden, daf fich eine Ereignisfolge bei

1) Rus der veichen Literatur nennen wir nur die Originalabbandlungen:
B.Einftein, Zur Elektrodynamik bewegter Syfteme. HAnn. d. Phyf. (4) 17,
S. 891 (1905). — H. Minkowski, Die Grundgleichungen fiir die elektrifchen
und magnet. Vorgdnge in bewegten Kdrpern. Gottinger Nachrichten 1908,
S. 53ff. — H.Minkowski, Raum und Zeit; Vortrag geb. auf d. Naturf. Verf.
in K&ln 1908; und von neuen Darftellungen: W e y 1, Raum, Zeit, Materie, Kap.
III, S. 134ff, H. Reich enbach, Relativititstheorie und Erkenntnis a priori.
Berlin 1920. S.9-11; F. Entriques, Probleme der Wiffenfchaft. Teil 1I, Kap.
V, § 8. (Prinzipielle Unterfuchung der Unabhéngigkeit der Zeit vom Ort.)
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BenuBung verichiedener Signale umkebrt; die dritte dient zur Ge-
winnung beftimmter Formeln und ift fiie diefen Zweck die einfachfte,
wie weit fie notwendig ift, ift zweifelbaft.!) — Wit kdnnen uns eine
genaue Unterfuchung, deven Schwierigkeit nicht zu untevichigen ift,
dadurch erfparen, dafl wir fpiter die »fpezielle« Relativititstheorie
von der »allgemeinen« aus nach ibrvem pofitiven Gebalt inter-
pretieren wevrden. Ifoliert genommen ift fie vielleicht iiberhaupt
nicht einer prinzipiellen Deutung fihig.?)

Wir befchrinken uns alfo auf die negative HAusfage, dafl bei
Bewegung detr Beobachter ein materielles Gefchehen mit »bildhaftem«
Charakter, dem man ein Phantomgeichehen fubftruieren kann, nicht
mebr exiftiert, — aus wefensmifigen Griinden.”) Damit vollziehen
wit einen Schritt, dev iiber die klaffifche Phyfik prinzipiell hinaus.
filhet. Denn fiiv diefe ift gevade die »Bildbaftigkeit«, die ein Sub-
ftruieren der mateviellen Welt durch eine von fekundédren Qualitdten
gereinigte Phantomwelt ermdglicht, chavakteriftifch.') Denfelben
Gedankenichritt vollzogen wir beim Ubergang von der euklidifchen
Metrik zu der nicht -~ euklidifchen. Mit der Einfiibrung der Raum-
kriimmung fhbwand die Moglichkeit, fiiv die rdumlichen Verhiltniffe
der materviellen Welt ein Modell herzuftellen. Eine in ihrem Raum
sgekriimmte« Welt liefl fich nicht in einen euklidifthen Raum binein.
bauen. Troidem blieb damals die Phantomwelt in ihtem inneven
Beftand davon unberiibrt, nur traten in ihrem Gefcheben nicht-
kaufale »Strukturgefegge« auf, die als HAuBlerung der Raumkriimmung
anzufprechen waven. Hbnlich find die Verhiltniffe jetit. Hudh jett
bleibt die Phantomwelt als folche unberiibrt, zum wenigften ihrer

1) Man vgl. datiiber die Unterfuchungen von Ph. Frank und H.Rotbe,
Ann. d. Phyfik (4) 34, S. 825.

2) Daber find auch alle »elementaven« Hbleitungen der fpeziellen Rela-
tivitdtstbeorie in devr Literatur in prinzipieller Hinficht unbefriedigend. (Vgl.
Reichenbdbach L ¢ S. 105 Anm. 3). Am beften ift die W e y 1 fche Darftellung,
weil diefe die fpezielle R.-Th. fofort in die gefamte Elektrodynamik bineinftellt,
aber auch feine Darftellung ift nur von »hinten«, von der allgemeinen R..Th.
aus, verftandlich.

3) Man wird fich vielleicht wundern, dafl wir die fog. empirifche Grund~
lage der fpeziellen Relativitdtstheovie, den Michelfonfchen Verfuch u. a. nicht
erwibnt haben. Es bandelt fich aber fiir uns gar nicht um empirifche Tats
fachen, fondern um Wefenszufammenbinge, die anldfilich der Befchidftigung
mit einem gewiffen empirifchen Material zutage treten. Uber die Bedeutung,
die die »empiriichen Beftitigungen« der Einfteinfchen Theorie in unferen
prinzipiellen Zufammenbingen fpielen, fiehe unten (§ 21, S. 556).

4) Vgl. dazu J. Co b n, Relativitit und Idealismus, Kantftudien 21, 222
(1916) und unfeve eigenen Ausfiibrungen in § 13 A.
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Maglichkeit und ibrer inneven Gefeglichkeit nach. Hllerdings evleidet
fie eine Einfchrinkung in ihrem Umfang, nimlich auf die Nahfphidre.
Hber auch das ift ftrenggenommen bei gekriimmten Riumen fo,
auch da ift in grofien Raumbezirken keine euklidifche Phantomwelt

interfubjektiv eindeutig feftitellbar: Die Desovientierung zer{tdct ihre
innere Konfequenz.

Fiiv diefes Fehlen der fonft die ovientierten »fkiagraphifchen«
Welten zufammenbindenden Phantomwelt tritt nun eine genau be-
ftimmte, aber abftrakte, anichaulich nicht vorftellbare Regel ein,

die als Strukturgefey der Welt alle jenen fubjektiven Hipekte zu
einem interfubjektiven »Gegenftand« vereinigt.

Diefe Regel ift mathematifch gegeben durch das Gefety der Trans-
formation der Koordinatenfviteme ineinander, d. b. durch die fo-
genannte L oren - Transformation (fiir geradlinig - gleichfdvmige
Bewegungen). Der fymbolifche Gegenftand, der fih im Wedhfel
der Koordinatenfyfteme (der Hipekte) als identifcher durchbhilt, ift die
Minkowskifde »Welt«, die sUnion von Raum und Zeit«. Es muf
fcharf betont wevden, dafl diefe vierdimenfionale Mannigfaltigkeit
nur fymbolifd ift, tropdem fie mathematiich eine ebenfo ge-
fchloffene Struktur zeigt, wie der euklidifthe Raum.

Allerdings dacvf man diefe Minkow skifche Welt in ihrer
prinzipiellen Bedeutung nicht iiberfchden. Ifoliert angefehen, hingt
iiberhaupt die fpezielle Relativitdtstheorie fozufagen in der Luft,
Sie ift abhingig von gewiffen nicht gekldrten Hypothefen (Konftanz
der Lichtgeichwindigkeit ufw.), ferner beziebt fie fich auf geradlinige
gleichfdrmige Bewegungen allein.

Wir balten daher nur die negative Seite der fpeziellen Relativi-
tatstheovie feft, die Unmdglichkeit eines anfchaulichen Phantom.
Modelles fiiv das Gefchehen in der materiellen Welt. Wir unter-
fuchen nur, was fiiv Mdglichkeiten fiiv die Weltftruktur durch diefe
negative Feftftellung prinzipiell fich eréffnen. Damit kommen wit
aber in den Problemkreis der allge mein en Relativitdtstheorie.

§ 21. Verfucd einer phinomenologifchen Interpre-
tation dev allgemeinen Einfteinfchen Relativitidts.
theorvtie.

Wenn wir, wie wir im § 18 dargelegt bhaben, die apriorifch-
fachhaltigen Beftandteile herausfondern und in den Gefamtzufammens
bang dev Konftitution der Natur hineinftellen miiffen, um der prinzi-
piellen Bedeutung einer phyfikalifchen Theorie gerecht zu werden, fo
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bediirfen wiv eines prinzipiellen Leitfadens, um diefe HAufgabe zu
erfiillen. Diefer wird uns fiiv die Relativititstheovie geliefert durch
die vadikale Faffung des metrifichen Prvoblems, zu der wir in
§ 17, E gelangt waren. Wit werden fehen, daBl der prinzipielle Ge-
halt der allgemeinen Relativitdtsthbeorie gevadezu davin befteht, das
Problem des Mefiens vdumlicher und zeitlicher Grdflen zu 15fen.

Wir nehmen daher den Gedankengang wieder auf, den wit
bis zum Schluf von § 17 verfolgt batten.

Die infinitefimalgeometrifche Ldfung des metriichen Problems
im beliebig gekriimmten Raum beftand davin (§ 17, E), daBl es ge-
lang, ausgebend von dem Prinzip der Ebenbeit des Raumes in den
Kleinften Teilen, das fich felbft noch weiter gruppentheovetifch vers
ftehen lief, den formal- mathematifchen Anfa fiit den affinen und
metrifchen Zufammenbang zu finden, dev die Metrik des gefamten
Raumes vom Unendlichkleinen aus determiniert. Die fpeziellen Werte
diefes affin.metrifhen Zufammenhbanges in jedem Punkte des Raumes
find aber, wie wir fahen, beftimmt durch die materielle Ercfiillung,
genauer duvch deven Strukturgefetlichkeit. Es entftand nun weiter
die Frage, wie diefer ftruktuvale Beftandteil der Naturgefeg§e von
dem kaufalen zu fondern fei, da doch beide von der zufillig im
Raum verteilten Materie abbidngen. Die allgemeine Relativitéts-
theorie gibt uns nun das Mittel an die Hand, diefe Aufgabe zu 15fen.

Faffen wir noch einmal ganz kurz zufammen, was fich in diefer
Hinficht bis jetit evgeben batte.

1. Andrade wart, als Erbe der jahrhundertelangen Entwick-
lung des Bewegungsbegriffes, zu einer Scheidung der »natiirlichen«
Gravitations- und Trdgheitsbewegungen (»le cours naturel des choses«)
und der »gewaltfamen« Bewegungen unter der Einwirkung von
medanifchen Kriften (Zug und Druck; das G aufBiche Prinzip des
skleinften Zwanges«) gelangt. Das deutete davauf bin, daff wir
in den Gravitations» und Trdgheitsgefeten die gefuchte Strukturs
gefeglichkeit der Welt vor uns haben. — Dodch zeigte fich, dafl diefe
noch nicht den formalen HAnforderungen, die man an die Gefetie
des affin-metrifchen Zufammenbangs f{tellen muf}, geniigen. Dies
lag, fo vermuteten wir, an der mangelnden Beriickfichtigung
der zeitlihen Metrik und der Mdglichkeiten der taum -~ zeitlichen
Koppelung.

2. Die fpezielle Relativitdtstheovie gab uns die negative Fefts
ftellung, dafl i. A. dem mateviellen Gefchehen, bei der Annabme dev
endlichen Fortpflanzungsgefchwindigkeit von Fernwirkungen (Licht
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ufw.), ein Phantomgeichehen als Modell nicht mebr fubftruiert
werden kann. Dadurch werden wir von der objektiven Bedeutung
der Gleichzeitigkeit befreit, und es erbebt fich die Frage nach den
prinzipiellen Moglichkeiten, die fich darbieten.

In diefer letiten Bemerkung liegt nun der Schliiffel zu einer
wabhrbaft radikalen Auffaffung der Metrik.

Wir kdnnen jet nur noch von einer Zeit an einem beftimmten
Orte veden; wenn wir etwas »jetzt, dort« (in der Ferne) wabrzu-
nehmen glauben, fo ift wegen der mdglichen (ganz unbeftimmten)
Fortpflanzungszeit, die die Wirkung jenes Erveigniffes braucht, um
zu uns zu gelangen, uns die »wahre Zeit« feines Eintretens prin.
zipiell nicht bekannt. Einen sFernvergleich« der Zeit in verfchiedenen
Orten kénnen wir nicht mebr vollziehen. Ein Vergleich der Ubt-
zeit verichiedener Orte ericheint ganz konventionell.

Wir kdnnen uns nur durch denfelben Gedanken detr »infinitefi-
malen Metrik«, den wir beim Raume verwendeten, aus diefem rvefig-
nierten Konventionalismus vetten. Wir faffen Raum und Zeit zu
einer vierdimenfionalen Mannigfaltigkeit zufammen und begriinden
in ibr eine »veine Infinitefimalgeometrie«. Hus dem Weylfchen
Anfaty folgt fiir alle Dimenfionen die Notwendigkeit dev
quadratifchen Form des Linienelements.!)

Jetit kdnnen wir nun in diefer vierdimenfionalen Raum-Zeit-
Mannigfaltigkeit die Gefeie des affinen und metrifchen Zufammen-
bangs berechnen und nun unter den bekannten Naturgefeien Hus-
fchau halten, ob wir analoge Formeln finden kdnnen.

Da zeigt fich nun — und das ift dev eigentliche Inbalt dev all.
gemeinen Relativitdtstheovie Einfteins in der erweiterten Form,
die ibr Weyl gegeben hat, — daBl die Gefege des affinen Zu.
fammenbangs den Gravitationss und Tridgheitsgefegen, die des me-
trifchen den elektromagnetifchen Feldgefetien entfprecher®?) Das
heifit: Der affine Zufammenhang beftimmt, wie fich eine beftimmte
Weltrichtung (und allgemeiner irgendein Vektor) von einem be-
ftimmten Punkt P nach dem benadhbarten P, iibertrdgt, wihrend der
metvifce Zulammenbang dasfelbe fiiv eine infinitefimale Strecken-

1) Die Ebenbeit des Raumelements lieff fich tranfzendental be-
griinden. Fiir das Raumzeitelement fcheint eine analoge tranfzendentale
Grundlage nicht zu beftehen. Wabricheinlich wird es aber gar keine »in-
homogene« Metrik, in dem drei Dimenfionen ein quadratifches Linienelement
baben und die vierte nicht, geben kdnnen. (Uber We yls Beweisf. 0. S.531ff.)

2) Zum Folgenden vgl. Weyl, die phyfikaliichen Grundlagen der er-
weiterten Relativitdtstheorie. — Phyfikalifche Zeitichrift Bd. 22 (1921), S. 473fF.
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grofle (in befonderen Fillen: einen rdumlichen Abftand oder eine zeit-
liche Periode) leiftet. Dabei handelt es fich zundchft um Vektoven
und Strecken im (vierdimenfionalen) »Hther«, die noch nicht mit den
an materiellen Gegenftinden zu beobachtenden Vektoren und Strecken
zufammenfallen. — Die Beziehung zwifchen dem affin-metrifchen
Feld und den beobachtbaren Vektoren und Strecken ift verwickelt
und durch die Hrt der » Wirkungsfunktionen«, welde in das die (ftruk-
turalen) Naturgefege zufammenfaffende »Wirkungsprinzip« eingehen,
beftimmt. Diefe find bis zu einem gewiffen Grade willkiitlich, d. h.
jedenfalls nicht eindeutig a priori beftimmt. (Das wird fogleich noch
ndber erldutert wevden.) Die in der Natur geltenden Wirkungs-
funktionen find nun fo befchaffen, dal der affine Zufammenbang
zwar fih in dem »Fiihrungsfeld«, (das die nach alter Auffaffung
unter dem Einfluf der Gravitation und der Trédgheit vor fich gehenden
Bewegungen vegelt, — alfo insbefondere die Geftivrnbewegungen),
unmittelbar widerfpiegelt, dafl dagegen die Ubertragung materieller
Strecken (z. B. der Gitterabftinde in einem kriftallinifchen Medium)
und von Zeitperioden (z. B. den Frequenzen der Spektrallinien) fich
vermdge ibrer nicht ohne weiteres durchfichtigen Beziehung zum
an fich nicht integrablen metrifd en Feldzufammenhang {chlieflich
doch als integrabel erweift. In der »Kdrpergeometrie« gibt es
daher zwar wobl eine Richtungskriimmung (im »Fiihrungsfelde)
aber keine Streckenkriimmung. Phyfikalifch ausgedriickt liegt das
daran, daf die Ubertragung der »Richtungen« im »Fiibrungsfelde«
duvch »Bebarrung«, die derv »Strecken« im elektromagnetifchen Feld
duvch »Einftellung« (avf den konftanten Kriimmungsradius der Welt)
zuftande kommt. Derv affin-metrifche Zufammenbang driickt ndmlich
unmittelbar nur die Ubertragung durch »Bebarrunge« aus.

Aus alledem ergibt fich, dafl die Gefette des Gravitations- und
Trégbeitsfeldes und die des elektromagnetifchen Feldes bis auf die
Wahl der Wirkungsfunktion a priori find. Weldcher Feldzuftand aber
numetvifch an einer beftimmten Feldftelle heccicht, ift von der das
Feld serzeugenden« Materie und ihver Verteilung abhidngig und
diefe ift zufdllig und nur empirifch zu beftimmen. —

Damit baben wir die Strukturgefetie der Welt endgiiltig gewonnen,
die alfo wenigftens ibrer allgemeinen Form nach a priori find.

Uber die bis zu einem gewiffen Grade willkiirliche Wirkungs-
funktion ift zu fagen: Bei ibrer Wabl 1@t man fich vom Prinzip
der Einfachheit leiten, d. h. man wiblt die einfachften mdglichen
Funktionen und vergleicht die mit ihnen gewonnenen Refultate mit
den experimentellen Evgebniffen. Dabei bhandelt es fich um eine
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methodifche Notwendigkeit. Man operiert mit einer HArt Reiben.
entwidilung, die fih dem beobachteten Weltlauf foweit anfchmiegt,
als es die Beobachtungsgenauigkeit erfordert. Bei diefer Entwidklung
beginnt man mit den einfachften Gliedern (von niedrigfter Ordnung)
und fiihrt dann nacdh und nach Glieder hdherver Orvdnung ein, fo
weit man fie braucht, um einen geniigenden Grad der Approximation
zu evzielen.!)

Hier zeigt fich die Bedeutung, die die Etfabhrung in der Rela-
tivititstheorvie befigt. Nach ibr vichtet es fich, wie weit man in der
Bpproximationsreihe gehen mufl; vielleicht kann fie auch die Wahl
zwifchen mebreven gleich méglichen »Wirkungsfunktionen« treffen.
Die Perihelverichiebung des Merkur, die Ablenkung dev Lichtftrahlen
durch die Sonne ufw. zeigen alfo, daf man mit einer beftimmten
einfachen Funktion und der Anndberung bis zur zweiten Ovdnung
in dev Gravitationstheorie (der Theovie des affinen Zufammenhbangs)
zuv Zeit auskommt. Dies kann fich u. U. in Zukunft dndern, wenn
man die Beobachtungsmittel vecichdcft. —

Der Umfang der von uns jetit mit zwingender Notwendigkeit
aufgeftellten Strukturgefete der Welt ift auBevordentlich umfaffend.
Er begreift fimtliche AuBerungen des Gravitations- und des elektro-
magnetifchen Feldes in fich; d. h. alle bekannten exakten (nicht
ftatiftifchen) Naturgefette. Denn Gravitation und Elektrizitit find die
einzigen urfpriinglichen »Naturkvdfte«. Damit fcheint es alfo, als
ob die Kaufalitit aus der Welt verbannt wive. Hlles 15t fich

1) Diefe Auffaffung vom Zufammenbang einer mathematifchen Theorie
mit den Beobachtungsergebniffen in der Phyfik ftammt von F. Klein (Vors
lefungen iiber die Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf
Geometrie. Leipzig 1902, autograpbiert) und ift von H. Dingler weiter
ausgebaut worden. (»Die Grundlagen der angewandten Geometrie« Leipzig
1911 und »Die Grundlagen der Phyfik« Leipzig und Berlin 1919,) Dingler bes
zeichnet diefe »Exbauftionsmethode« der empirifchen Beobachtungen als »Syn-
thefe«. Seinen allgemeinen Rusfilbrungen iiber die Idee der Syntbefe ftimmen
wir zu. Dagegen balten wir Dinglevrs Idee der »reinen Synthefe« fiir
verfeblt. Er meint, daf man fiir die gefamte Pbyfik a priori aus Griinden
der »Einfachftbeit« einen Algorithmus beftimmen kdnne, der allen'Naturgefetyen
zugrunde zu legen fei. Dabei verwendet er das Kriterium, eine Reibe fei
dann am »einfachften«, wenn alle ibre Glieder einfachfte find. — Dies kdnnen
wir nicht anerkennen. Diejenige Reibenentwicklung bhalten wir fiir die »durchs
fichtigfte« (»vationalfte«), die in mdglichft wenig Gliedern eine gute Annibe-
rung gibt. In ibr kdnnen febr wobl die einzelnen Glieder ziemlich kom-
pliziert fein. Damit vichtet fich die Wahl der Reibe und die Hrt der »Syns
thefe« nach der Natur des einzelnen Problems, es gibt keinen univerfellen
»fynthetifchen Urbaue«.
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fcheinbar in Struktuvgefeplichkeit auf, die Phyfik wird zur vieve
dimenfionalen Geometrie.?)

Dies wiirde aber zu unbaltbaren Konfequenzen fiiv das Wefen det
Zeit fitbven, In den Formeln, die den affin-metrifchen Weltzufammens
bang (das gravi-elektrifche Feld) befchreiben, find erftens unter den
vier Koordinaten x;, x;, X3, Xs die Raumkoordinaten x, y, z und
die Zeitkoovdinate t in keiner Weife ausgezeichnet, und zweitens
gibt die Evfeung von 4+t duvch —t ebenfalls eine giiltige Formel.
D. h. die Eigenart der Zeit gegeniiber dem Raum und die Einfinnig-
keit (Nichtumkebrbarkeit) der Zeit geht verloven. Dies erfcheint
abfurd. So fehr auch das »materiale« Gefchehen vom Phantom.
gefchehen abweichen mag, der Grunddarakter der Zeit mufl in ihm
evhalten bleiben.

Wit miiffen, um dies einzufeben, noch einmal. auf den Uber-
gang von der Infinitefimalgeometrie des Raumes zu derv devr viev-
dimenfionalen Raum-Zeit~-Mannigfaltigkeit zuriickkommen. Die fiiv
uns wichtigfte Konftitutionsftufe ift das »Richtungsbiindel« des ovien-
tiecten Raumes, von dem aus einevieits fich der euklidifche Phan-
tomraum Konftituiert, das andvecfeits in der »materiellen Ding-
welt« als Raumelement (von ebener Art) auftritt, von dem aus
die Metrik vermdge des metrifchen Zufammenbangs fich entwickelt.
Diefe infinitefimale Natur unferer »Konftruktionsbafis« im Raum
hat, nach Einfiibrung der Zeit, zur Folge, dafl die Gleichzeitigkeit
entfernter Eveigniffe aufgegeben werden mufl, und man zu einem
Begriff von »drvtlicher Zeit« gelangt. Hber damit wirvd die Zeit
doch nicht zum infinitefimalen Element im Sinne eines vdumlichen
Linienelements. Sie behidlt vielmebr in ibver eigenen, rvein zeit-
lihen Richtung eine unbegrenzte HAusdebnung nach Vergangenbeit
und Zukunft.

»Ih« bin zwar mit meinem Leib im Raum nur febr befchrdnkt
ausgedebhnt, im Verbhidltnis zum Kosmos nuv infinitefimal. Hber in
der Zeit daure »ich« unbegrenzt (im Prinzip). Vermdge des utfpriing-
lichen Zeitfluffes wechfelt »meine« Orvientierung in der Zeit beftindig
und zwangsldufig. Ein Zeitteil ift niemals in demfelben Sinn ifoliert,
wie ein Raumteil. Es beftehen immer Beziehungen zwiichen der Ver~

1) Diefer Standpunkt ift in der Tat von W ey 1 nodh in der 3. Auflage von
»Raum, Zeit, Materie« (1920) vertreten worden. In der 4. Huflage (S. 237—238;
273—2176; 279; 282—284) bat er ibn dann in der HArt des Gedankengangs des
Textes modifiziert. — Vgl. dazu auch den Auffaty »Feld und Materie«, fAinnalen
der Phyfik (4) Bd. 65, S. 541ff.
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gangenbeit und Gegenwart, indem fich etwas Identifches zeitlich
durchhilt,

Mein »Ich« mit meinem Leib gibt mir die Idee eines Beharrenden
(einer »Subftanze) in der Zeit, das von einem Punkte des Raumes
aus in den Raum binein »wirken« kann. Nach diefer Idee formen
wir die ifoliecten Syfteme der Phyiik, die Atome, Elektronen ufw.
Diefe haben ibve Diskretion im Raum, in ibm f{ind fie einzelne; in
der Zeit find fie kontinuierlich dauernd.

Dies driickt fich in der vierdimenfionalen Weltmmannigfaltigkeit
daduvch aus, daBl nicht »Punkte« (Raumelemente), fondern »Welt-
linien« die eigentlichen Elemente der Wirklichkeit find. Das find
Gebilde, die in einer, der »zeitlichen« Richtung unendlich ausgedehnt,
in den drei andeven Dimenfionen, den rdumlichen, aber infinite-
fimal find.

Ebenfowenig verliect die Zeit auf der Konftitutionsftufe des
»Richtungsbiindels« ihren ausgezeichneten Charakter gegeniiber den
Raumdimenfionen. Zeit und Raum find auch da primires und fekun-
dédvres principium individuationis') und wobhl gefchieden.

Das befagt fiiv das vier-dimenfionale Weltkontinuum: Eine Welt-
linie bat in jedem Punkte eine Tangente, diefe gibt die »zeitliche«
Richtung an. Die vier Koordinaten find alfo nicht mebr willkiiclich
vertaufchbar; in jedem Punkt einer Weltlinie ift eine beftimmte »Zev-
fpaltung« der Welt in Zeit und Raum vorgeichrieben.?) Diefe Tangente
und ebenfo die Weltlinie befitzt eine beftimmte Richtung: Vergangen-
beit — Zukunft. »Ich« lebe an einer beftimmten Weltlinie »entlange,

1) Genauer: Zeit und Richtungsbiindel; die Elemente des fekuns
ddven principium individuationis find die einzelnen Richtungen,

2) Dazu kommt: Um auch nur die relative Bewegung von Teilchen gegen.
einander befchreiben zu kdnnen, geniigt es wegen der allgemeinen Invarianz
der Bewegungsgleichungen in der allgemeinen Relativitdtstheorie nicht, in
die Welt ein willkiirlich wéblbaves »univerfelles« Koordinatenfyftem U bineins
zulegen, fondern es mufl auflerdem noch fiiv jedes Teilchen in jedem Zeits
moment ein »lokales« Koordinatenfyftem K gegeben fein, in dem das Teilchen
felbft momentan rubt. Genauer gefagt: es mufl die Transformationsformel,
die den Ubergang von U nach K geftattet, fiiv alle betr. Teilchen in allen
betr. Zeitmomenten gegeben fein. (Dies ift allerdings nur mdglich bei squafi-
ftationdrer Befchleunigung« des Teilchens, d. h. wenn feine Weltlinie von der
durch das Fiibrungsfeld beftimmten geoddtifchen nicht allzu febr abweicht.)
Diefes Koordinatenfyftem K gibt dann in der Umgebung des Teilchens dem Linien-
element die euklidifche Form, es geftattet die »Spaltung inRaum
und Zeite«, und in ibm bat das elektromagnetifche Feld des Teilchens eine
gewilfe »Normalforme. (Vgl. Weyl, Annalen d. Phyfik {4] 65, S. 553, 561.)
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der »Jeftpunkt« verichiebt fich auf ibr ftindig: Das ift das Symbol
des »urfpriinglichen Zeitflufiese«.

In dhnlicher Weife »dauerte ein Elektron und fendet dann und
wann »Wickungen« in die Welt, die fich dann gemédfl den Gefejen
des gravi-elektriichen Feldes verbreiten. Mie bhatte die Theovie
aufgeftellt, die Elektronen, d. h. die leten Beftandteile dev Materie,
feien eine »HAusgeburt des Feldes«. Hber damit verzichtete er auf
das Verftdndnis der kaufalen Wirkungen des Elektrons, z. B. als Licht-
quelle. Lichtwellen gehen von einer (punktuellen) »Quelle« aus
und verbreiten fich im Raum, nicht aber gibt es, wie es nach den
Feldgefetien, die ja die Umkehrung der Zeitvariablen geftatten, ebens~
fogut mdglich wire, einlaufende Wellen.

Somit wird die Kaufalitidt und die »Matevie« wieder in ibre
Rechte eingefeit. Das gravi-elektrifche Feld finkt zum kraftlofen
Ubermittler von Wirkungen herab und feine Gefeglichkeit befchvinkt
fich auf die metrifche Struktur der Welt. Es entftebt fiiv die Phyfik
von Neuem das Problem, die kaufalen Natuvgefeie zu finden und
fie hat in der »Quantentheorie« damit begonnen.

So ift det eigentliche » Exvegungsvorgang« an der Errvegungsquelle
(z. B. Lichtquelle) kaufal und nicht mebr befchreibbatr in den Formeln
der Feldgefete. Wey hat, da diefe Erregung ja immer »im Elektron«
lokalifiert ift, diefes felbft aus dem Feldkontinuum herausgenommen.
D. b. er denkt fich die Weltlinien der Elektronen als Kanile, die
im metrifchen Weltkontinuum ausgebobrt find. Die »Welt« bat alfo
sinnete Grenzen«, jenfeits dever die Matevie exiftiert und kaufal in
die Welt hineinwitrkt. Die Weltlinien werden damit zu topolo-
gifchen Strukturen. (Vgl iiber diefe »HAgens-Theorie« der Matevie:
Weyl, »Feld und Materie«, Ann. d. Phyf. [4] 65, S. 541ff.) —

So kdnnen wir nun zum Schluf unfever Ausfilhrungen die
prinzipielle Bedeutung der allgemeinen Relativititstheorie dabin
kennzeichnen, daf fie eine radikale Léfung des metrifchen Problems
gibt in feiner allgemeinften mit den pbidnomenologifchen Wefens-
gefetien vereinbaren Form. Sie gibt uns die entfcheidende veinliche
Trennung der ftrukturalen und kaufalen Weltgefege und 16ft damit
das durch den Anfaty eines frei variabel gekriimmten Raumes geftellte
Problem. Danmit ftellt fie eine notwendige methodifche Grundlage dex
Phyfik feft und darin liegt ibre von dem augenblicklichen empirifchen
Beftand der Forichung unabbingige grundfdtlich e Bedeutung. —

Damit haben wir alle bekannten nicht-euklidifchen Raumformen
pbanomenologifch unterfucht und ihre Anwendungsmdglichkeiten in
der Phyfik feftgeftellt. Wir haben fo das Verhidltnis, in der fie zurv



560 Oskar Becker, Beitriige zur phiinomenologifchen Begriindung ufw. [176

euklidifchen im konftitutiven Aufbau der Natur ftehen, beleudtet,
Nachdem der I. Teil diefer Hrbeit die prinzipielle Mdglichkeit einet
rationalen Bearbeitung des Raumes gezeigt hatte, hat nunmebhr diefer
IL Teil eine vollftindige Uberficht iiber die formalen Geftaltungen
gegeben, die das fachhaltige Wefen der Raumlichkeit beberrichen,
und bat fie in das grofle Gefamtiyftem der Konftitution der Natur
eingeordnet und fie von aller ihnen zunidchft anhaftenden Kontingenz
befreit. — Damit ift aber das Problem, das witr uns geftellt batten,
die Uberwindung der Kontingenz der geometrifchen Hxiome, grund-
faglich geloft.

Bericdbtigungen und Zufédge.

Zu S. 403, Z.10v. u, und S. 423, Z. 7 v. u.: Der Ausdruck »in fich dichte
ift nicht ganz kovrekt; beffer wire »iiberall dicht«, wenn man es, entgegen
G. Cantors Sprachgebrauch (f. Math. Ann. Bd. 23, S. 472) abfolut ges
brauchen darf, alfo in dem Sinne des englifchen Terminus »compacte« (fiehe
Ruffell u. Whitehead, Principia Mathematica [Cambridge 1912}, Vol. 11, S. 514f.).

Zu S. 412, Anm. 1, Z. 1: Es muB beiflen: S. 405 (nicht 403).



