Die Paradoxien der Mengenlehre.
Von

Hans Lipps (Gdttingen).

In der vorliegenden Unterfuchung ift es auf eine Léfung der
Paradoxien abgefehen, mit denen die Mengenlebre belaftet ift. Freis
lich ift von Zermelo eine Hxiomatik aufgeftellt worden, welche
die Bildung der paradoxen Mengen ausfchliefit, und die andercfeits
geniigt, um die mathematifch wichtigen Sige der Mengenlehre ab-
zuleiten. Damit find indeffen die fraglichen Pavadoxien nur vevs
mieden worden. Der Kern ihves dialektifchen Scheins bleibt une
aufgedeckt. Infondetheit wurde nicht das Bedenkliche der logifchen
Paradoxien vermindert, die zwar nicht in den Beveich der Mathe.
matik gehSren, die aber nach der bisher unbeftrittenen Meinung
Bertrand Ruffells diefelbe Wurzel baben wie die ultrafiniten
Paradoxien der Mengenlehve. Ruffell fuchte den Pavadoxien zulett
durch die theory of types beizukommen. Hber damit wuvrde nicht
mebhr erveicht als eine Bevidhtigung. Der Fehler blieb unentdeckt.
Nur betreffs feiner Stelle konnte Ruffell vermuten, dafl fie durch
eine gewiffe Eigentiimlichkeit bezeichnet wird, die den pavadoxen
Begriffsbildungen gemeinfam ift. Es bleibt zu priifen, ob man nicht
von vornhberein gebalten gewefen wire, fich auf das unenticheidbare
Widerfpiel gewiffer Préddikationen gav nicht einzulaffen.

Wit unterfuchen zuerft die Paradoxie von Ruffell. Eine
»Menge« Y fei dabin definiert, dafl fie alle Mengen enthilt, die fich
nicht felbft enthalten. Eine Menge enthidlt fich oder enthilt fich
nicht — das ift eine logifche Disjunktion, die fiir Y felber zu ent-
fcheiden ift. Entbilt fich Y felbft, dann befindet es fich unter den
Mengen, die wit zu Y vechnen. Wit vechnen aber zu Y diejenigen
Mengen, die fich gerade nicht felbft entbalten. — Und enthilt fich
Y nicht felbft, fo ift es gerade eine der Mengen, die wir zu Y
rechnen. Woraus folgt: Y enthilt fich felbft. Beide einander kontra-
diktorifch entgegengefeiten Annahmen filbren demnach zu einem
Widerfprudh.

Hufferl, Jahrbuch f. Philofophie VI. 36
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Diefe Paradoxie war fiir Kronecer und Poincavré!) An-
laB, die Mengenlehre von Georg Cantor abzulebnen, der fich
duvch die Einfitbrung des aktual Unendlichen anicheinend der Mdg-
lichkeit begeben hatte, den Bereich einer Menge fo abzuftecken, daf
man vor dem Huftreten in fich widerfpruchsvoller Elemente ge-
fichect war. Es gelang aber Ruffell, die Pavadoxie der Y:Menge
auf eine Form zu bringen, weldche die Unendlichkeit einer Menge
gar nicht in Anfpruch nimmt: Es gibt Prddikate, welche von fich
felber ausgefagt werden kdnnen, — z, B. »denkbar« oder »abftrakta.
Wit bezeichnen fie mit »prvéddikabel«. »Prddikate«, die nicht von
fich felber ausgefagt werden kdnnen — z. B. »tugendbaft« — nennen
witr simpréddikabel«. Die Disjunktion zwifchen pridikabel und im-
prddikabel ift vollftindig. Demnadh ift auch das Préddikat »impradi-
kabel« entweder préddikabel oder imprddikabel. Ift es pradikabel,
fo beifft das gerade: imprddikabel ift imprddikabel. Und ift es
impréddikabel, dann ift imprddikabel = imprddikabel. Es liegt alfo
— im Widerfpruch zur Annahme — gevade der Fall des Pridi-
kablen vor.

Diefe beiden Formulierungen des Paradoxons legen einen Hus-
weg nahe, devart, wie et von Ruffell friiher tatfdchlich in der »no-
class« theory verfucht worden ift. Nadh diefer Theorie wiren alle
Husfagen iiber Mengen finnlos, wenn fie fich nicht in Ausfagen iiber
deven Elemente verwandeln laffen. Und man ift zum mindeften
verfucht, in der Illegitimitidt, ein Prvddikat fiiv fich — losgeldft von
feinem Gegenftand — zu einem neuen Husfagegegenitand zu madhen,
den Anfat zur Léfung der Parvadoxie prddikabel — impriddikabel zu
fuchen. Diefe Ausflucht entféllt aber ganz und gar bei einem von
Nelfon und Grelling?) angegebenen Beifpiel. Denn hier ift es
ein Ding, was den doch anicheinend untangierbaven Hnfpruch davauf
bat, dafl ibm von zwei einander kontradiktorifch entgegengefegiten
Préddikaten nur eines und notwendig eines zukommt, was aber da-
bei fo befchaffen ift, daBl diefe Prddikate hier gerade einander im
Gefolge haben: Jedem Wort kommt feine Bedeutung entweder als
Metkmal zu (z. B. dem Wort »kurz«) oder nicht (z. B. dem Worte
»lange«), — es ift entweder autologifich oder hetevologiich. Fiir das
Wort »bhetevologifch« ift diefelbe Disjunktion tviftig. Ift es auto-
logifch, dann ift es nach Definition von sautologifch« gevade hetevo~

1) »Les mathématiques et la logique« (Révue de métaph. et de mor. XIV)
— La Logique de linfini (ibid. XVII).

2) Bemerkungen zu den Paradoxien von Ruffell und Burali-Forti. (HAb=
bandl. d. Friesfchen Schule, N.F. 1], 3, S. 307.)
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logifch, und ift es heterologifch, dann kommt ibm feine Bedeutung
nicht zu, es ift alio nicht betevologifch.

Bei diefem Beifpiel fejen wir an. Die Paradoxie ift nicht ein-
fach dahin zu erledigen, »mit der Frage, ob das Wort shetero-
logifch« felbft auto- oder hetevrologifch fei, liefle fich fchlechterdings
kein Sinn verbinden«.!) Diefe Frage bitte fehr wobl einen Sinn,
wenn iiberhaupt ivgendwelche Worte autologifch oder betero-
logifch widren. Dafl autologifch und beterologiich als Eigenfchaften
der Worte behandelt werden, dadurch entfteht gevade die Paradoxie.
KURZ kommt »kurz« und DREISILBIG kommt »dveifilbig« als Eigen-
fchaft zu, — in beiden Fillen wird von einem Worte feine Bedeutung
ausgefagt. Die beiden Worte haben aber darum nicht eine neue
gemeinfame Eigenichaft. Gewiffe Eigenfchaften, die zu dem
konftitutiven Beftande der Worte KURZ und DREISILBIG gehé&ven,
find je ein erfiillendes Beifpiel fiivr die Bedeutung diefer Worte. Den
Worten ift nicht etwa das eigen, was fie bedeuten, — in dem
Sinne nidmlich, als ob in den Eigenichaften etwas andeves als die
fchlichte Natur der Wortdinge zum Husdruck kdme. Und die Worte
meinen auch nicht geradezu eine ihver Eigenichaften, Denn in beiden
Fillen ift nuv eine Identitdt feftzuftellen zwifchen dev lexikalifchen
Bedeutung diefer Worte und der lexikalifchen Bedeutung des
Préddikats in den Prvéddikationen iiber diefe Worte »KURZ ift Kurze
und »DREISILBIG ift dreifilbig«. Diefe Prddikationen find der
Trvdger einer beiden Fillen gemeinfamen Eigenfchaft. Meint man
demgegeniiber daran evinnern zu kdnnen, dafi es ja doch das Eigen-
tiimliche gewiffer Worte fei, daf das, was fie bedeuten, von ibnen
pradiziert werden kann, fo vergifit man, daf dev erfiillende
Sinn davon kein andever als dev ift, daB es KURZ eben eigen ift
kurz und DREISILBIG eigen ift drveifilbig zu fein. Freilich fagen
wit von KURZ aus, »dafl ibm feine Wortbedeutung als Eigenichaft
zukommt«. Hber das, was da logifch ausdriicklich ausgefagt wird,
meint wobl eine Befchaffenbheit von KURZ, ift aber keine in feiner
logifch ausdriicklichen Formulierung.

Die Pavadoxie des Prddikates »impréddikabel« ift ebenfo zu
16fen. Dafiiv, daf »denkbar« ein denkbaves und »abftrakt« ein
abftraktes Prvddikat ift, ift keine neue, den beiden Prddikaten ge-
meinfame Eigenichaft verantwortlich zu machen. Die genannten
Attribute baben nicht etwa »fich felbft« zur Eigenfchaft. Denn die
Inhivenz einer Eigenfchaft ift keine modifizierbare Relation des

1) H. Weyl, Das Kontinuum, 1919, S. 2.
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Dinges zu etwas. Lediglich die lexikalifchen Bedeutungen find iden.
tifch, in denen der Gegenftand der Husfage und deffen Pridikat
gemeint werden. Die Eigenfidchaft sprddikabel« baftet nicht an den
Prddikaten, fondern an gewiffen Priddikationen iiber diefe Prvidi-
kate. »Von fich felbft ausfagbar* ift keine Mdglichkeit, fiir die ein
Priddikat von fich aus in einem anderen Sinne aufkommen kann,
als in dem, daB es je denkbar oder abftrakt ift. Weder das
Pridikat »priddikabel« noch dasPridikat «impridikabel» kann attributiv
zu einem Prddikat gehSren, und infofern ift die Paradoxie erledigt.

Die Frage, ob ein Prddikat nicht von fich felbft ausfagbar ift,
ift demnach keine andeve als die, ob die Pridikationen, die nur
irgend mdglichTfind inbezug auf diefes Pridikat, allgemein eine
gewiffe Eigenichaft erfiillen, ob es allgemein richtig ift, daf ein
Pridikat in keiner ’anderven als in Pridikationen einer gewiffen Eigen-
fhaft vorkommt. Darin kann aber eine Paradoxie von andevem
Typ angelegt fein: Wenn namlich ein Ding, von dem es allgemein
vichtig ift, daB es in keiner Prddikation von der Eigenfchaft p vor-
kommt, eben daduvch in eine p-Prddikation gervédt. Indeffen feblt
es dann audh an einem HnlaB, die allgemeine Richtigkeit der Pri-
dikation, die als Inftanz gegen fich felbft auftvitt, auch nur probe-
weife anzufeien. Die Verfucdhung dazu entfteht lediglich aus dem
Vorurteil, es ftehe dabei das Vorbandenfein einert Eigenfdhaft in
Frage. Denn das wire freilih peinlich, wenn irgendeine Eigen-
fchaft einem Ding nicht entweder zukdme oder nicht!) und wenn
formal nicht beides mdglich widre. Der fogenannte »Saty vom aus-
gefchloffenen Dritten« ift deshalb zu dem formal-ontologifchen Satz
zu prizifieren: Es ift unmdglich, dafl einem Ding eine Eigenfchaft
weder zukommt, noch nicht zukommt. Und daneben gibt es den
Saty: Es ift unmdglich, daBfeinem Ding eine Eigenfchaft zukommt

1) Zwingend in diefem Sinne ift z. B. die Alternative, mit der die »Para.
doxie der endlichen Bezeichnung« eingeleitet wird, dafl ndmlich eine Zabl ent.
weder endlich davftellbar ift oder nicht. Denn darin dokumentiert fich
freilich "eine Eigenfchaft der vationalen Zablen, dafl fie — nimlic diefe
Zablen felbft — in endlich vielen Ziffern oder Zeichen aufgefchrieben
werden kénnen. Fiirs Zweite wird in der genannten Pavadoxie die Tatfache
angefept, daf eine Reibe vationaler Zahlen nach dem Diagonalverfabren eine
nicht davstellbave irrationale Zabl u definiert. Durch Angabe diefer Definition
in endlich vielen Worten fei aber gerade eine endliche Darftellung von u evreicht
worden. Die Lifung der Paradoxie ift einfach. Dafl es zu einer Zabl eine Pris
dikation von gewiffer Befchaffenbeit gibt, ift iiberhaupt keine Eigenfchaft
diefer Zabl, die im befonderen nicht felb{t in den Buchftaben aufgefchrieben
ift, die als ibve Definition gelefen wevrden.
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und nicht zukommt. In dem iiblichen Sai vom Widecrfpruch, den
man als einen obersten Sati der Logik zu fixieven fucht, ift aber
durdhaus keine formalontologiiche Tatfache formuliert, fondern die
lediglich durch das Beftehen eines Widetfpruchs motivierte Unméglich-
keit, daB es bei eben diefem Widerfpruch fein Bewenden hat.

Die Menge der Mengen, die fich nicht felbft enthalten, untec-
fuchen wir im Sinne der iiblichen Interpretation, wonach »Mengen«
dasfelbe find wie Klaffen odev Inbegriffe. Eine Klaffe ift definiect
duvch eine Eigenfchaft ibrer Elemente, und zu einem Inbegriffe
gehdrt das, deffen fpezifiiche Natur duvch einen Begriff angegeben
wird. Darvaus, dafl deshalb die Zugehdrigkeit eines Dinges zu einer
Klaffe oder zu einem Inbegriff von vornhevein feftfteht, entfteht
die Stringenz der Pavadoxie. Und zweifellos gibt es Klaffen, die »fich
felbft« enthalten, in einem eigentlichen Sinne, darin anders
als die Prddikate, deven »Husfagbarkeit von fich felbft« in einem
entfprechenden Sinne iiberhaupt nicht zu halten war. Z. B. die
Klaffe aller abftrakten Dinge, die als ein abftvaktes Ding zu fich
felbft gehdrt. Mit einem ganz anderen Scheine des Redhts als die
Nichtausfagbarkeit von fich felbft wird das Sich-Selbft-Nicht-Enthalten
einer Klaffe als eine Eigenfdhaft in Anipruch genommen, die eine
neue Klaffe definiert und die dann diefer neuen Klaffe notwendig
entweder zukommt oder nicht.

Indeffen miBlingt es, das »Sich-Selbft-Entbalten« einer Kilaffe,
worin zweifellos eine Eigenichaft diefer Klaife getvoffen ist, und was
nicht nur wie die Ausfagbarkeit von fich felbft mit dem Beftehen einer
anderen Eigenfdhaft in eins gegeben ift, auch als eine ausgezeich-
nete Stellung diefer Klaffe zu dem einen ibrer Elemente feft-
zubalten. Denn eine Klaffe kann »fich felbft« in keiner andeven Weife
enthalten, als fie jedes ibrer Elemente enthidlt, und zu deven einem
fie nur in der logifchen Beziehung dev ldentitdt fteht. Die Stellung
einer Klaffe zu ihven Elementen ift unverviickbar eine und darin
gegeben, daB die Klaffe lediglih intentional auf ihre Glieder
bezogen ift. In ibrer logifchen Funktion ift die Klaffe in einer an«
deven Dimenfion gelegen als die Elemente, die fie im Grviffe bat.
Und nur fofern fie als Trdger gewiffer Eigenichaften fixiert und
damit in eins intentional unwirkfam geworden find?), fallen gewiffe

1) Ebenfo treten z. B. die Zahlen innerbhalb der mathematifchen Operationen
nicht als Gegenftinde auf wie dann, wenn fie in Priddikationen eingeftellt
find. Als Gegenftand gewiffer Prddikationen ift 2 ein Ding, welches zufammen
mit dem andeven Dinge 4 zwei Dinge von gewiffer Befchaffenheit darftellt,
aber nimmermeht » =5« ift.
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Klaffen und gewiffe Inbegriffe mit in ihre intentionale Reichweite. Das
Sich » Selbft - Enthalten ift als fpezififche Wendung einer Klaffe
auf »fich felbft« unvollziehbar. Dafl die Klaffen (oder Inbegriffe) M,
N, ... »fich felbft enthalten« befagt nur, dal unter ihren Elementen
je ein Element ift, welches fich zufolge gewiffer Eigenfchaften als
identifch mit M, N, ... erweift. Das ift indeffen keine gemeinfame
konftitutive Eigenfchaft diefer Klaffen, wie es eine folche Eigen-
fchaft z. B. fein wiirde, wenn irgendweldhe Klaffen alle ein gewiifes
Element L enthalten. Eine Klaffe dev Klaffen, die einander nicht felbft
enthalten, gibt es demnacdh iiberhaupt nicht. Solange wir namlich
daran fefthalten, dafl die Zugehdrigkeit zu einer Klaffe an eine
Eigenfchaft als ein Kriterium gebunden ift, d.i. an etwas, was an
den Elementen der Klaffe die Stelle feines Beftehens hat. Freilich kann
ich unter Verwendung eines veflexiven Husdruckes allgemein
rveden von den »Klaffen, die fich nicht felbft enthalten«, d. i. ich kann
durch diefe Angabe einen Bevreich der Triftigkeit fiir eine Priddikation
bezeichnen, in der vielleicht eine tatfdchlich gemeinfame Eigen-
fchaft dev Elemente diefes Beveiches feftgeftellt wird. Hber ich »defi-
niere«in diefem Beveiche der Triftigkeit eines allgemeinen Saties noch
nichts, ndmlich nicht etwas, was es »gibt« in dem Sinne von Klaffen,
die durch das Befteben einer Eigenfchaft an Dingen konftituiert
find. Nur Klaffen oder dem Umfang eines begrifflichen 2/ zugeordnete
Inbegriffe kdnnen aber in die Lage kommen, »fich felbft« zu enthalten
in dem oben als zweifelsfrei feftgeftellten Sinn. Es bedatf durchaus
keiner Einfchvdnkung ihves Berveiches, um eine Pavadoxie zu ver-
meiden, die duvch die Erichleichung einer Eigenichaft entftanden war.

Es gibt indeffen eine andeve Paradoxie, die gerade aus der
uneingefchrdnkten Triftigkeit eines logifch allgemeinen Saties zu ent-
fteben fcheint: die Paradoxie des Kreters Epimenides, der behauptet,
daf alle Kreter liigen. Die Richtigkeit des von Epimenides angeb-
lich bebaupteten Safies fteht zur Diskuffion. Der Hnnahme diefer
Richtigkeit fteht das Faktum der Bebauptung des Epimenides
entgegen. Denn vedet ein Kreter allgemein von dem, was
Kreter fagen, dann ift feine Ausfage ibhrer Form nach notwendig
auch triftig fiir den Fall feiner Rede und bhitte dort ibre Richtigkeit
zu bewidhren. Es ift dann die Pointe der Paradoxie, dal man eben
dadurch, dafl man die Richtigkeit der Bebauptung des Epimenides
wegen ihres Widerfpruchs zu dem Faktum diefer Behauptung leugnet,
in die Lage kommt, diefe Richtigkeit gerade wiederum zu behaupten.

Man fuchte bisher den Febler in dem Zugeftindnis der logifchen
Triftigkeit von Epimenides’ Ausfage fiit den Fall eben diefer Hus-
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fage. Statt deffen bitte man fragen follen, ob eine Husfage devart,
wie fie dem Epimenides zugeichrieben wird, eine mdgliche Be-
hauptung ift. Nimlich eine Behauptung in dem Sinne der Be-
hbauptungen von Kretern, wenn deven Richtigkeit oder Uncichtigkeit
in Frage fteht. Das ift die Ausfage des Epimenides nicht. Denn
fie ift widevfinnig. Es ift nicht etwa widerfinnig, dafi die Rus-
fage des Epimenides ihren eigenen Fall mit betrifft. Der Widerfinn
entftehbt, weil das gevade rvichtig ift. Die Worte des Epimenides
find fchon als Bebauptung unmdglich. Sie kénnen nicht ein-
mal falfh fein., Darum kdnnen fie zur Entfcheidung dev Frage,
ob die Kreter die Wahrbeit fagen oder nicht, gar nicht als Inftanz
berangezogen wevden. Daf} fie eine folche Inftanz feien, war aber
die ungepriifte Vorausfeung der Paradoxie.

Ruffelll) bemerkte, die Paradoxie des Epimenides fei frei von
den Schwierigkeiten, die duvch Einfilhrung des »allemal« entftiinden.
Denn fie fei zu vereinfachen in »ich liige«, Das ift triigevifch. Denn
wenn das »ich liige« nicht als »ich liige allemal« verftanden witd,
ift es fchwer zu verftehen, wie es iiberbaupt zu dem Scheine der
Unwiderlegbarkeit kommen follite, den die Paradoxie unzweifelbaft
bat. Denn dann lidge ein der Form nadh feftes kategorifches Urteil
vor, weldhes fich gleichfam zu iiberfteigen hidtte, um fein Subjekt
zu bekommen, — etwas fchon im Beginn Unmdgliches. Gerade
diefe HAporie behauptet freilich Ruffell auch fiiv den Fall des Epi-
menides. Hls ob das, was in den Triftigkeitsbereich eines all~
gemeinen Sates fdllt, darum fchon deffen logifches Subjekt wire.
Nur die kategovifche Préddikation fetit auch logifch an den
Dingen an, an denen fie ibre Richtigkeit bewdhrt. Es ift etwas
andeves, von allen a gemeinfam p kategorifch zu prédizieven, —
und es als allgemein rvichtig zu bebaupten, daB a p ift unter der
Formel: »a ift allemal p.«?) Die Behauptung des Epimenides
ift formal richtig, und daB fie fich durch Widerfinn felbft aus«
16{cht, ift nicht die Folge eines »civculus vitiosuse.

Zuvr theory of types?®) fehlt es aber dann an jeglichem Anlaf.
In keiner detr bisher unterfuchten Paradoxien liegt der Febler, durch

1) Les paradoxes de la logique (Rév. de Métaph. et de Mor. XIV).

2) Das partikuldre Urteil zeigt den Unterichied deutlicher: Im eigent-
lichen »partikuldren« Urteil wird unter der Form »einige a find p« die
Richtigkeit einer allgemeinen Prddikation eingefchtdnkt — gegeniiber Ségen
von dert Form »manche afind p«, indenenpvon gewiffen a gemein-
fam kategotvifdc priddiziect wird.

3) Matbematical Logic as based on the theory of types (Americ. Journ,
of Math. XXX).
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den man in das Widerfpiel kontradiktorifch entgegengefeyter Pridi.
kationen gevdt, an der von Ruffell angegebenen Stelle. Hls vidche
tiger Kern kdnnte der theory of types allenfalls die Tatfache zu-
gefchoben werden, daf} Inbegriffe und Klaffen in ihrer logifchen
Funktion von dem Exiftenzbereiche ibrer Glieder ausgefchloffen
find. Hber als Gegenftand von Préddikationen kdnnen fie febr wobl
dazu gehdren, Sie find darum nodh nicht sdurdh fich felbft defi-
nierte, Ruffell meinte wobl unter diefem Ausdrudk, die Exiftenz
einer folchen Klaife fege fich felbft in dev Klaffe als Element voraus.
Indeffen fetit die Exiftenz einev Klaffe nur die Exiftenz irgend-
weld er Elemente von gewiffer Eigenfchaft voraus, aber nicht die
Exiftenz allev diefer Elemente. Denn eine Klaffe oder ein In-
begriff ift durchaus nicht aus den Elementen zufammengefetyt,
die das Kriterium erfiillen, was die Klaffe definiert, oder die zum
Umfange eines Begriffes gebdren. Dann wire es freilich unmdglich,
daf} fie als Element, ndmlich neben den anderen Elementen unter
fich felbft enthalten find. DaB ein Inbegriff fich felbft als Element
entbalten kann, vevdankt ev lediglich dem Umftand, daB er feine
Eigenftindigkeit als Element erft dann erlangt, wenn et logifch un-
wirkfam geworden ift. In feiner logifchen Funktion ift er imagindc
den Elementen gegeniiber,

Die Kebrieite deffen, daB Inbegriffe Sinn gebilde find, ift aber
das, daBl z, B. ein durch den Begriff von a definierter Inbegriff
gleichfam automatifch alle a umfpannt. Es ift das nicht nur eine
nadhpriifbare, obzwar gewiffe Tatfac e, fondern etwas, was bei
der Nachpriifung von Tatfachen als felbft jeglicher Nachpriifung a
limine enthoben vorausgefet wird. Und davauf war auc die Para-
doxie gerade aufgebaut, daB gewiffe »Mengen« zufolge ibres z( oder
zufolge einer Eigenfchaft ohne weiteres unter fich felbft als Ele-
ment enthalten find. Dann war es aber unbedacht, diefe Paradoxie
von der Menge der Mengen, die fich nicht felbft entbalten, an die
mathematifchen Mengen anzukniipfen. Denn — und das gibt
den Anfafy zur Léfung devr noch ausftehenden Paradoxien der Mengen-
lehve — eine mathematifche Menge ift durchaus keine blof
logifche Bildung, zu deren Definition es lediglich der Angabe einer
Eigenichaft bediicfte. Dafl eine folche Menge Teile, Abichnitte ufw.
enthalten kann, daf die Eigenichaften einer Menge im Sinne des
Mathematikers abhidngig find von der Stellung von deven Ele-
menten, zeigt, dal diefe Mengen nicht nur intentional auf gewiffe
Dinge als ihre Elemente bezogen find, fondern daf fie aus
ibren Elementen vecht eigentlich befteben. Darum kann eine
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Menge freilih nidht als Element in jhren eigenen HAufbau mit
einbezogen fein. Wir prifumieren damit nichts tiber die »Wirklich-
keit« von Mengen. Das ift eine nachgeordnete Frage, und es war
verkehrt, fie der ontologifchen Frage nach dem, was eine
Menge »eigentlich« ift, zu untevichieben.

Aus dem definitorifch angefeiten prddikativen Beftand von Ele-
menten ift wobl die Reichweite von deren Kilaffe oder Inbegriff ohne
weiteres abzulefen, aber die Mdchtigkeit einer Menge bhat
iiberbaupt kein unmittelbaves Verhdltnis zu dem pradikativen Be-
ftand der Elemente diefer Menge. »Hlle Dinge« — das ift fiivs
erfte ein Inbegriff, und wir wollen annehmen, fie bildeten auch
eine Menge L — etwas freilich Unmdgliches, da L felbft ein Ding
ift und keine Menge zu f{ich felbft als Element gebhdven kann. Nach
einem Safje der Mengenlehve wire die Menge der Teilmengen von
L von grdfierer Michtigkeit als L. HAber darum wiirde es noch
nichts Umfaffendeves geben als »alle Dinge«, wie das eine an-
gebliche ‘Antinomie bebauptet. Denn die Teilmengen von L wiren
auch »Dinge« und mitumipannt von deven Inbegriff. Nur von der
Menge L wiren fie als Element ausgeichloffen, fiir deren Bildung
ein begriffliches 7{ aber gav nicht hitte konftitutiv fein kénnen.

Burvali-Forti formulierte diefe Paradoxie: HAlle Ovdnungs~
zablen kdénnen nacheinander georvdnet werden; da es in jedev Teil.
menge von Ordnungszablen ein erftes Glied gibt, ift die Bedingung
der Wobhlordnung etfiillt. Eine wohlgeordnete Menge definiert aber
nach einem Satie der Mengenlehre eine nicht in ihtr entbaltene
Ordnungszabl, die andeverfeits in »allen« Ordnungszablen mit ent-
balten ift. — Freilich ift es vichtig, daB alle Ovdnungszablen der
Gréfe nach geordnet werden kdnnen. Es gibt keine Ordnungszabhl,
die nicht Glied einer wobhlgeordneten Menge widre. HAber darum
gibt es noch keine woblgeordnete Menge aller Ovdnungszablen.
Das, was immer von neuem in die Pavadoxie hineintreibt, ift die
formal jeder Priifung enthobene und fachlich bewdbhrte Richtigkeit
eines allgemeinen Sates. Und das, was den Husweg fperrt aus
der Parvadoxie, ift die ftillichweigende Transformation diefes all-
gemeinen Sages iiber Ordnungszablen in einen kategorifchen Sat
iiber eine »Menge« deffen, was in den Triftigkeitsbeveich des all-
gemeinen Sates fillt.

Die Pavadoxie ift damit erledigt, deren Pointe es war, dafl
gerade dadurch, dafl man nicht umbin konnte, allen Ovdnungs-
zablen eine gewiffe Eigenichaft zuzuiprechen, etwas definiert zu fein
fchien, was nicht »alle Ovdnungszablen« ift. Es bleibt lediglich

Hufierl, Jahrbuch f. Philofopbie VI. 37
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der Widerfprud zuriick, mit dem die Menge aller Ordnungs-
zahlen bebaftet ift. Diefen’ Widerfpruch werden wir aber nicht fiic
die Nidhtexiftenz der Menge aller Ovrdnungszahlen verantwortlich
machen kénnen. Man fuchte feine Evklirung darin, daB bei der
Menge aller Ovdnungszablen ein Ding in feinetr Definition beveits
vorausgefefit worden fei. Indeffen kommt es gevade infofern zu
dem Schein einer Antinomie. Denn dafl es der Ordnungszabhlen in
infinitum gibt, daf alle Ordnungszablen in einer obfchon unendlich
grvoflen HAnzahl irgendwie vepridfentiert f{ind, fcheint gevade
anzuzeigen, dafl fie zueinander kompofibel find. Das macht den
Widerfpruch in der Menge aller Ordnungszablen allecer(t peinlich,
daB in dev erwidbnten Tatfache etwas anderes fixiect ift als die
doch lediglich imagindve Exiftenz eines logifchen Sinngebildes. Die
als eine gleichfam »abgefpaltene« Exiftenz im Falle dev Klaffe das
Vorkommen irgendweldher Elemente nur zur Vorausfeung bat,
deven Trdger aber die Haufigkeit feiner Glieder in keiner Weife
als eine Eigenfdhaft zugefprochen werden kann. Denn fehen wit
ab von Httributen devart wie die Imaginaritit, die einer Klaffe als
eigenftindigen Dinge zukommt, fo bat fie Eigenichaften nur bin-
fichtlich ibrev logifchen Funktion. Daf fie z. B. zufolge der fie de-
finierenden dinglichen Eigenichaft umfaffender ift als eine andeve
Klaffe.

Audh die Antinomie der Menge aller Mengen verfingt alleverft
von daber, dafl die Mengen nicht nur — jede fiir fich gleichfam —
in den intentionalen Bereich eines alle umfpannenden logifchen
Sinngebildes fallen, fondern dafl fie »in unendlich grofler Zahl vor-
banden« find. Daf} diefe Menge nicht als Element von fich felbft
auftreten kann, ervicheint dann gevade als die Verlegenbeit und
durchaus nicht mebr als eine {dlicht hinzunehmende Erklirung
ibrer Nidhtexiftenz. Denn mit einigem Grunde meint man, daf
mathematifche »Mengen« HAnzablen, nur eben unendlich groBe find.

Indeffen sbefteht« eine HAnzabhl lediglich als Angabe und ift
kein exiftenter Beftand. Sie enthdlt gar nicht — wie das bei dem
neuen Einwande gerade vovausgefet wurde — die Dinge als Ele-
mente, deren Hnzabhl fie ift. Eine HAnzabl kann zu einer andeven
Anzahl nur »grdflere oder »kleiner« oder gleich fein. Nennen wir
eine Anzahl »Teile einer anderen, fo ift das nur eine Ubertragung
deffen, daf fie »kleiner« ift. Davum find aber Anzablen in infinitum,
die dadurch, daB fie nicht vermebhrt werden kdnnen, als in fich
felbft fixierte Anzablen ausgewiefen find, untereinander
unvergleichbar. Das in infinitum der Elemente einer Menge kann
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nur die Vovausfefpung fein fiic die Hquivalenz diefer kons«
fiftenten Mannigfaltigkeit mit einem Teile von fich felbft.
Verfudht man, diefe Hnzabl in infinitum auch zum Triger der
genannten Eigenfchaft zu madchen, fo wird fogleich der Anfaty des
Begreifens aufgegeben. Das gibt Ruffell’) auch zu duvch die Ev~
kldirung, die Mengenlehre bitte fich in dem Saf von der Gleich-
michtigkeit einer unendlichen Menge mit einem Teile von fich felbft
filr die Richtigkeit einer »Pavadoxie« entichieden. Ruffell evinnect
an die Autobiographie des Triftram Shandy, der 365 Tage brauchte,
um einen Tag feines Lebens zu befchreiben. Nach Ruffell war das
Ziel des Triftram Shandy erveichbar, bidtte er in infinitum foct-
gelebt. Wir kénnen nur finden, dafl fich Trifttam Shandy trof
feines Fortlebens in infinitum immer weiter von feinem Ziele ent-
fernen wiirde. Denn daduvch, da wir in infinitum immer wieder
Tage anfefjten, definierten wir noch keirmeswegs zwei Mannig-
faltigkeiten, die eine als Teil der anderen, deven fpezififche
Natur in Eigenfchaften zu entdecken widre. Damit, dal Mengen
etwas »Natiivliches« find, ift aber gar nichts ausgemacht iiber
fo etwas wie deven Exiftenz. Es ift lediglich abgefehen auf den
ontologifdchen Untecfchied der Mengen zu den HAnzablen in in~
finitum, in deren Sinn es z. B. einfach befchloffen liegt, dafl das
unvermehrebar ift, in deffen Beftehen eine tatfdchliche Verbreitung
von Dingen nur beftimmend getrvoffen war.

1) Principles of mathematics I, S. 358.



