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Si Husserl est un philosophe mondialement connu comme fondateur de la
"Phénomeénologie”, il est moins sur que l'on sache qu'il fut d'abord un
mathématicien. Né en 1859;.en Autriche-Hongue, de parents juifs, il suit,
apres des études secondaires banales, les cours de 1'Université de Leipzig
puis de Berlin (1876 a 1878). Dans cette derniére ville, il a comme

principaux Professeurs Kronecker, pere de 1'algébre moderne, et Weierstrass,

dernier géant de la mathématique du 19© siecle. En mars 1881, il retourne 3

Vienne pour finir la thése sous la direction de Konigsberger et la soutient le
29 novembre 1882. En 1883, il retourne a Berlin comme assistant de

] . 3 - ) )
Weierstrass. Son attirance pour la philosophie le raméne a Vienne pour suivre

" les cours de Brentano (1884). C'est 3 cette epoque qu'il se convertit au

Christianisme. Il obtient a Halle-Vittenberg son Habilitationschrift sur le
concept de nombre "Uber den Begrift der Zahlen Psychologische Analysen".

Nomme professeur a Halle puis a Gattingen, il devient titulaire a
Fribourg en Brisgau ou il écrira l'essentiel de son oeuvre philosophique. Ii
meurt en 1938 et son successeur a Fribourg n'est autre que Martin Heidegger
dont 1'influence sur la philosophie contemporaine est considerable.

Le bouillonnement d'idées autour de Kronecker, Weierstrass et Cantor, les
remises en question radicales dues a la découverte d'outils mathématiques
puissants ont sans doute contribué a 1'interrogation d'Husserl. Le pas entre
la mathématique et la philosophie est aisement franchi pour qui s'interroge
sur les fondements.

J'ai tenté, & cOté de 1'édition du texte de la thdse mathématique
d'Husserl, de montrer combien le calcul des variations avait été fécond en

mathématique depuis les origines. Notre philosophe a donc fait un travail

_.3...
dans le domaine central des découvertes mathématiques de la fin du 19© siecle
et du début du 20® siecle. Il serait intéressant d'étudier 1'influence que
cette thése a eue sur la pensee philosophique de son auteur.

C'est grgce a Marcel Francois, Professeur a 1'Universite dé Nanterre et
responsable aux cgtéé de Paul Ricoeur du Séminaire de Phénoménologie de Paris
que la thése de Husserl a pu &tre trouvécé Louvain et ainsi mise 3 la
disposition du public. Qu'il trouve ici 1'expression de ma reconnaissance.

Je remercie le Doyen Dieudonné et mes collégues FrancoisAribaud et Pierre
Dugac pour les suggestions et aides qu'ils m'ont apportées lors de la rédaction
de ce travail sur le calcul des variations.

Mademoiselle Devouard s'est acquittée de la lourde tache de traduction du
manuscrit. Qu'elle soit remercieée pour ce travail ingrat qu'elle accepta de
faire gracieusement lorsqu'elle était jeune normalienne agrégée.

Enfin, c'est gface a mes collégues canadiens, Peter Greiner et Paulo
Ribenboim que ce texte est édité. Sans leur amitié et leur aide le manuscrit

. S . .
serait encore dans un placard a attendre une publication.

J. VAUTHIER
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Présentation de la thése d'E. Husserl

Husserl et Weierstrass.

E. Husserl avait donc fini ses études secondaires ét reussi les examens
correspondants le 30 juin 1876 3 Olomuc en Bohdme. Il est ensuite etudiant an
an et demi a Leipzig (1877-1878) puis arrive a Berlin des 1'été 1878. 11 suit
alors les cours de Weierstrass comme le prouvent les cours sténographique pris
de sa main (Archives de Louvain):

- Einleitung in die Theorie der elliptischen Funktionen Vorlesungen von
Carl Weierstrass zu Berlin (1878-79).

- Vorlesungen uber die Variationsrechnung von Carl Weierstrass- Berlin
im Sommersemester 1879.

- Professor Carl Weierstrass: Theorie der analytischen Funktionen
(1880-81).

Ces cours furent mis a la disposition des éditeurs des Opera omnia de
Weierstrass par Husserl lui-meme et il apparait comme 1l'un des auditeurs
officiels des cours du grand mathématicien.

Des 1'été 81, il part pour Vienne ou il reste jusqu'en mai 1882,
assistant au séminaire de Leo Koenigsberger, un autre ¢leve de Weierstrass.
Il revient a Vienne a 1'automne pour soutenir sa these — n'oublions pas qu'il
était citoyen de 1'Autriche-Hongrie par sa naissance. Le 2 octobre 1882, le
doyen de 1'Université, Budiger, nomme Koenigsberger et Weyr comme premier et
second rapporteur. Il soutient sa thése le 29 novembre 1882 et Weierstrass
le prend comme assistant a Berlin durant le semestre d;été 83. Mais il
retourne a Vienne auprEs de Brentano pour poursuivre ses ttudes de
philosophie. Ceci débouche sur son Habilitationschrift avec une é&tude sur le
concept de nombre (1886-87). I1 passe brillamment ("ruhmlich") sén Rigorosum

. / . .
dont 1l'examineur en mathematique n'était autre que Georg Cantor, un autre

disciple de Weierstrass!

_5...
On peut donc faisonnablemen; penser que c'est pour des questions
géographiques qu'Husserl alla passer sa these a Vienne. La valeur de celle-ci
fut reconnue par Weierstrass qui l'aﬁpelait comme assistant sitot la

soutenance acquise. Mais la philosophie fut plus forte que la mathématique:

4 . . .
la chance de la phénomenologie — comme on 1l'a écrit - est certainement

qu'Husserl n'ait pas d'abord eté philsophe mais mathématicien.

/ ~ .
Resumé de la these mathématique.

- L'impression la plus forte qui se dégage de la lecture de la thése est la
maturation du probléme par Husserl qui donne ses démonstrations personnelles
/ ~
du résultats de la theorie. Il a accompli la un énorme travail de mise au
. . . I . - ’
point de l'acquis mathematique sur le sujet. Nous renvoyons a la presentation

historique pour bien comprendre la développement qui suit.

/
Les numeros sont ceux des pages de la theése.

1. Remarques sur le probleme le plus simple dans la theorie generale du calcul

des variations.

1 3 10: transformation de la deuxidme variation suivant la methode de
Lagrange (Théorie des fonctions aﬁalytiques p.205 Prairial An V).
Enoncé d'un premier théoréme (Lagrangé):
"Sous réserve de solution bornee pour l'équation

2

M - N2/4P = 0 , la condition EL;Q >0

/
ay est necessaire et

~suffisante.”
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11 a

12 a

15 a

19 a

12:

14:

18:

21:

Exo,xlj de choisir w solution de z' + (N/2P)z =0

..6..
Exemple d'annulation de la deuxiéme “variation. En fait,
est continue sur

il est impossible, si la fonction N/2P

avec
w(xg) ou w(xy) nui, sauf si w est identiquement nulle.
I1 retrouve la transformation de Jacobi et l'équation
correspondanté avec toutefois un cercle vicieux car N/2P

m de Vv par l'equation 11

dépend de v par 1l'expression 3,

et on choisit v fonction de m par 12.

Le théoreme fondamental de Jacobi sur les solutions de son
équation est oBtenu par une méthode de petites perturbations.
Husserl donne une preuve plus simple que celles de Clebsch et
Mayer. (On sait maintenant qu'une simple derivation donne la
résultat).

Mise en evidence des points conjugués et fin des résultats de

Jacobi: au deld d'un point conjugué il n'y a plus d'extrema.

II. Sur la déduction des critéres a partir de la transformation de la deuxieme

variation

par Clebsch et Jacobi.

22 a

26 a

28 3

25:

28:

42:

Utilisation des multiplicateurs de Lagrange pour l'expression de
la deuxieme variation dans le cas général.

La transformationvlinéaire de Clebsch (Journal de Crelle n® 55,
p.335-355, 1858) ét la réduction de 1'étude de signe de la
secondé.variation a celle d'ure forme quadratique sur un
sous—espace. '

Etude de la relation entre les zéros du déterminant de Clebsch
et les points conjugués. I1 a ici une approche distincte et
plus générale que celle de Mayer (Journal de Crelle n® 69,

p.250-1868).

-7

III. De la limite pour l'existence d'un extremum.

45

a 66: Husserl étudie le cas d'un seul point conjugue x' a X0

sur le segment par la méthode de Weierstrass. Ce

[xg,%x1]
n'est pas celle qui est développée dans Erdmann (Zeitschrift
fUr Mathematik und Physik, Vol. 23, p.367, 1878).

C'est incontestablement la meilleure partie de la theése,

en particulier l'utilisation du wronskien pour 1l'annulation de

Who

$2 4 ’ s .
Les proprietes de regularites des fonctions. ne sont pas encore le

\ / .
probleme de 1l'ecole de Weierstrass: la fonction f est sans doute analytique

réelle (cf. p.16 le développement en serie). La seule allusion a une

4
quelconque régularite se trouve au n° 53: "f est differentiable car elle ne

cesse de se transformer”.

. .. . A LN
Le continu et la continuité allaient etre mis a

jour par Cantor et par 1'ex¢mple de fonction continue sans dérivée par

. / . . + . .
Weierstrass. La problématique aristotélicienne du continu ressurgissait;

n'allait elle pas de facon concomittante apparaitre dans les oeuvres du

philosophe Husserl?
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CONTRIBUTIONS A LA THEORIE
DU
CALCUL DES VARIATIONS
par

| ' Edmund Husserl

(Thése de Doctorat d'Université 1882)

((cf. 1'index des théses-présentées et acceptées depuis 1872 3 la Faculté de

Philosophie de 1'Université de Vienne.

bl Edité ﬁar les services du Doyen de la Faculté de Philosophie de 1'Université

% de Vienne, Tome III, Mathématiques, N° 14, Vienne 1936, p.2:

"Edmund Husserl: Contributions a la théorie du calcul des variations. H1882

|
v PN 268"

(Explication des abréviations: H: manuscrit

1882: date a laquelle la thése fut acceptée

PN...: Proces-verbal des soutenances de

théses NO ...
A coté du titre se trouvent le sigle et deux cachets de 1'Université de Vienne
(1'un de service du-Dbyen, 1'autre de la bibliotheque universitaire de
Vienne). Au—-dessus, en haut a droite, on trouve ceci, derit de la main du

doyen de 1'époque, Monsieur Budinger:

1 "A Monsieur le Professeur Weyr, comme co-rapporteur (("co-rapporteur” =
correction de “"rapporteur”))
A Monsieur le Conseiller aulique, Pr Konigsberger comme rapporteur
(("fapporteur" = correction ce "co-rapporteur™))

pour leur obligeante apprec¢iation

le doyen Budinger))

Vienne, le 2 x 82

-9—
1. Remarques sur le probléme le plus simple dans 1la théorie générale du calcul

des variations

Dans le XVII€ne volﬁme du Journal de Crelle(l)‘se trouve reproduite une
lettre de Jacobi 5 Schumacher(z), dont le contenu peut a juste titre étre
considéré comme 1'un des travaux lesplus singuliers et les plus géniaux du
grand maiﬁre. Un probléme reste jusqu'alors sans solution, devant lequel,

meéme dans sa forme la plus particuliére, les efforts des plus grands

mathématiciens, d'un Legendre et d'un Lagrange, avaient:échoué, parait

soudainement parfaitement résolu. En relation avec 1'exercice suivant:
"Trouver parmi toutes les fonctions y , quelles qu'elles soient,
d'une variable indépendante x , celle qui rend maximale ou minimale
1l'integrale suivante:
‘ X
1
f f(X,7,¥"' 5000, y(M))dx "
X
0
‘.
la theorie de Euler et Lagrange sur le calcul des variations enseignait que
’ . LS . . ’ .
seule / la fonction y liee a x par une equation differentielle du
. R ~
deuxieme ordre facile a poser, peut apporter une solution. C'est a ce
’ -
resultat que conduisit 1'observation de la "premiere variation” de l'intégrale

/
proposee.

(1) Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, édité par Crelle.
(2) On y trouve en fait un "Extrait d'un Ecrit"” de Jacobi, s'adressant non pas
a Schumacher, mais au Professeur Enke. Journal de Crelle 17, p.68, '82.

C'est manifestement celui dont il s'agit ici.
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Mais'il festait alors i.répondre ala questioﬁ extrémement difficile de
savoirvsi pour la fonction ainsi définie, et déterminée de fagon univoque a
1l'aide de deux conditions limitatives prescrites dans chacun des deux cas,
l'intégrale devient un maximum’ou un minimum ou aucun des deux. Cela
conduisit a rechercher le signe de 1la "deuxiéme variation” de 1'intégrale
considérée. C'est a Legendre que 1'on doit 1'idée fructueuse de la
transformation de 1a»deuxiéme variation en une forme qui permette de
reconnaitre immediatement son signe. Il traita le probléme le plus simple,
c'est-d-dire celui qui posséde cette particularité que la fonction f
contient sous le signe de l'intégrale simplement la premigre derivée de 1la
fonction inconnue y , et, ayaﬁt reconnu pour ce probleme la possibilité d'une
transforﬁation, il en deduisit prématurément un critére insuffisant.

[Lagrange travailla plus en profondeur en exposant que la transformation ne
pouvait demeurer valable qu'aussi longtemps qu'aucun des termes de
1'expression transformée ne devenait infini.] Or, pour en décider, il serait
necessaire, d'effegtuer véritablement la transformation. Mais bien que
Lagrange emprunte la bonne voie, il ne parvient pas cependant a atteindre le
but vers lequel il tendait. La realisation de la transformation pour le
probléme le plus simple requiert 1'intégration d'une certaine équation

différentielle non lindaire du premier ordre. Tous les efforts de Lagrange

s . ’ 7
pour. resoudre celle-ci ont echoue.

~-11-
. ’ ) . “
Les choses sont encore plus compliquees, et de loin, dans le probléeme
7 . .

plus general dans lequel la transformation rend nécessaire la résolution de

~ / . R . ’
tout un systeme d'équations différentielles. Les resultats de Jacobi évoqués

. i . 7 ., ~
ci-dessus (ci-dessus abrfge dans le manuscrit) et contenant les criteres- les
‘ .~' Y . . ;
plus complets - des critéres aussi necessaires que suffisants - pour le

probléme général, sont d'autant plus admirables. Of, Jacobi. garda par devers

.1ui les recherches approfondies qui ont conduit aux résultats significatifs,

et c'est ainsi que les mathématiciens qui ont pris sa succession ont du
surmonter la tache difficile qui consista a effectuer véritablement la
transformation, a partir des rares indications laissées par le gfand maitre,
et 3 verifier 3 1'aide de celles-ci les résultats obtenus. C'est seulement 3
travers les travaux essentiels de Hesse, Clebsch et A. Mayer que la theorie de
la deuxiéme variation, tant en ce qui concerne le probléme traité par Jacobi
que les problémes les plus géné:aux du calcul des variations, apparait comme
parfaitement établie. |

L'on peut considéré comme le noyau / véritable des decouvertes de Jacobi
celle de ce fait remarquable que les équations differentielles de la
transformation sont intégrées automatiquement lorsque l'équation
différentielle du probléme, cfest—i—dire celle dont l'intégrale a elle seule
permet de résoudre le problgme posé, est intégrée. C'est 1la en effet la
preuve que la transformation pouvait véritablement etre éxécutée pour le
problEme le plus général en suivant la voie déj5 exactement traceée par

Lagrange.
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4 - 5 . .
Etant donne 1'importance de ces découvertes, dont 1'apparition soudaine
frise presque le merveilleux, il ne serait peut-etre pas Yinteressant d'essayer
. , . . ) . '
de reconstituer le cheminement originel de la pensee de Jacobi. Sans aucun

doute Jacobi s'attacha au probleme le plus simple, jusqu'alors le seul a avoir

été traité de facon exhaustive, et le conduisit vers sa résolution totale. La
possibilité d'étendre leé principes acquis ici a un cas plus général dtait
évidente, quel que soit le degré de compléxité des calculs correspondants -
meme si ceux-ci n'exigeaient plus d'opérations transcendantes.

Or, il existe une voie extrgmement facile et naturelle, qui conduit sans
encombre du point precié ou Lagrange dut s'arreter jusqu'aux résultats de
Jacobi. L'exposer est le but des remarques suivantes.

I1 nous faut tout d'abord exposer ici brievement la methode de Lagrange
(Théorie des fonctions analytiques, Chapitre XII).

Si on pose 1'intégrale~

1
I = J f(x,y,y")dx
%0

\Y
1'expression pour la deuxieme variation est:

: Xl
*0
ou la notation:
1 2 3%f dz 3°f L1 2 a £
= —— """"z'+ e meny
IR 22 oy Z dt dyay' 2 ( ) Ay'?

¢ )
et §y a ete introduite.

N
It
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Nous déqomposons maintenant iy en deux parties
Q3 = (I) + (II)

dont la premiere doit conserver un signe constant, et dont la deuxieme doit
] LS 4 . v »
representer une derivée exacte. Si M,N,P désignent pour l'instant des

- : ‘ / : . :
fonctions inconnues, nous ecrivons:

dz

2) 92—z2M+zd N+(——)2P... (1)
2l 3% _ . o dz 9%
+ z (2 dy M) + Zix Syay" N)
4 (II)
2 1 3 £ _
DG -
Nous identifions la partie (II) avec —_(U+ZZV) = gu + ZZdZ + z2 gy- ou
X

Uy V representent des fonctions inconnues, et il s'ensuit de par la

comparaison des coefficients des grandeurs z :

d -
E§~ =0 , c'est-a~dire U = const.
dv _ 1 3%f v
dx 2 9y
o%f
2V=gysyr N
1 3°F
0 =3 gtz P

donc:



il
i1l

il
!

3)

=4
]
N

La substitution de ces expressions en 2) donne:

1 9%f  dv, 2 dz , 9%f 1 dz 2 3%f
= (= - =¥ 494 2 = _ = (==
QZ 2 9y? dx)z +.z dx 9yody’ 2v) + 2 (dx) 3y '?

+<—EL (u + vzz)

dx
_ 1 3%f dz N2 2 N d 2
4) = 5 —8‘};'7' (dX + z ZP) +z (M- 4P) + dx (L + 2z V)

A . 4 . . .
ou, pour des raisons de clarte, les notations M,N,P pour les expressions

. 4 . . . .
ci-dessus 3) sont conservées. Si la partie (I) doit maintenant conserver un

signe constant, par exemple continuellement positif pour des quelconques

variations 2z , les conditions nécessaires et suffisantes:
2
5) _@__f M-l\]__>0
: ay;y-) 0 < et > 4Pz

. A ! '
doivent etre remplies pour toutes les valeurs de x dans 1'intervalle. La
~ 4
premiére des conditions est celle deja donnee par Legendre. Le fait que

celles—ci soient également nécessaires et suffisantes pour le cas ou 821

- . N . . ~
possede continuellement un signe fixe, serait facile a montrer.

_15_
N PR . . /
Seule la deuxieme condition, qui a la teneur suivante lorsqu'on 1'écrit

en entier:

193% dv L 3%f 29y 2 L
2 9y2 ~ dx 2 ‘aydy’ ijoy'2. 20
contient la fonction v.
19%F ) dv

(dans le manuscrit, manifestement erroné = oo 2 0)

2 —_—

2 9y’ dx
. - . . .

Si nous definissons a pqésent, ce qui est permis, cette fonction par

1'équation différentielle M - N2/4P = 0 , ou

9%2f 1 3%f dv, 1 , 3°f 2
6) aylz (2 ay2 = dX) = 2 (ayayv -2v)" =0 ’ ()
alors 1'expression de la deuxiéme variation

xl I
2 2 X

27 - 8%f dz , N2, 2. N 2,971

7) S i} W(derZZP) + 2z°(M 4P)x+[z \)]XO 2)
0

/ . ~ N .
se reduit & l'expression plus simple:

9 R N2 2 %1
8) 641 = J 537—'2- (a— + z ‘é‘ﬁ) dx + [z \)]x
X, 0

ré
et nous en déduisons l& théoreme:

- 3%f 1 9%f
((1) dans 6) de nouveau cette erreur: 5;7?‘(5‘5;7 -2 gﬁ)--- =0
(X

X
1 {...} +[u+ ZZV] 1 >
X %0
ce qui en fait, puisque = const, est équivalent & 7) dans le ms)).

2) Rigoureusement parlant, 7) doit 8tre 321 = J



lillifit
it

it
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Tant qu'il est possible d'intégrer l'équation différentielle
6) de telle facon que son intégrale ne devienne pas infinie
entre les bornes x3 et x; , la condition Bzf/ay'2 >0

. - ¢ . .
pour l'existence d'un minimum est necessaire et suffisante.

Car pour les variations =z prises en considération, la valeur-limite
vdisparait de facon identique et aucune partie de 1l'expression transformee ne
devient infinie.

Afin de tirer parti 5vprésent du théoreme trouvé, il devient nécessaire
d'intégrer 1'équation différentielle 6). C'est justement 13 que la recherche
de Lagrange s'arrete. L'on peut poursuivre la theorie du probléme de 1la

~
maniere suivante:

L'expression 8) ne doit, non seulement pas devenir infinie, mais encore elle
ne doit pas disparaitre; car sinon l'observation de la deuxiéme variation ne
suffirait pas'pour en tirer des critéres, et il est facile de se rendre compte
que dans la plupart des cas alors ni un maximum, ni un minimum ne pourraient
se faire jour. Or on peut indﬁquer immédiatement une variation spéciale pour
Posons par exemple pour

laquelle ce cas, qu'il nous faut exclure, se produit.

. / . .Y 4 . . ’ .
z une intégrale particuliere quelconque z = W de 1'equation differentielle

dz N
ax T % 2p

. N
ou, ce qui est la meme chose

3%f dz 3% f B
9 5;77 dx * (ByBy' - ZV)Z =0

_17..
alors en trouve:

X
§°1 = [w’vl !

et cette valeur-limite est zéro lorsque l'équation différentielle peut etre
intégrée de telle facon que W disparaisse pour x = Xg et x =1x1 . Il
faut tenir compte de ce que )/ est une intégrale de l'équation différentielle
6), et de 9) s'ensuit a present:

9%f | _9%f
3y'2 ayayv

10) 2V

]
€ |-
alm
X |e

Mais si nous considerons V comme une grandeur quelconque, en nous

reportant a 1'identité originelle 7):

X
1 2 . 2
2. 0°f ,dz N2 2 N
§Q = JX {5§77 dx.+ z 2P) f 2z° M - 4P)} dx
0 . X
+ [zzv]xl
0
il s'ensuit que la substitution
z =T

é
ou T represente n'importe quelle intégrale particulié%e de 1'equation

différentielle
11) ——zazf “z —N—2+22(M—N—2— =0
3y'? “dx | % 2P z W) =



i

(A
Jflit

-18-

réduit 821 a la valeur-limite

X
§°1 = [ﬂzv] 1
*o

/ . P P
qui devient de nouveau zero dés que T peut devenir determine de telle facon.

qu'il s'annule aux bornes.
J ,ll. . o
A present nous voyons de facon immeédiate que, si nous choisissons la
. PR g y
fonetion v, qui jusqu'a present était une grandeur quelconque, de telle

fa%on qué, par analogie avec la formule 10) nous posions:

le premier membre de 11) disparaltrait de facon identique et nous devrions

R 4
avolir en consequence:

M—ﬁ=0
4P
ou, ce qui est la meme chose:
- 9%f 1 3*F  dv 1, 3°f 2
6 ' = — - —— [ — —
) 0=%577 G557 ~a ~ 2 (ayayr ~ 2V

..19..
Soit, en d'autres termes:
Si z = T est n'importe quelle intégrale particuliére de l’équation
différentielle 11) - ﬁour laquelle 821 se réduit en conséquence 3 la
valeur-limite - alors nous est donnée aussi avec elle et de facon immédiate
par la formule 12) une integrale de l'équation différentielle de la
transformation. Inserrons l'expression 12) dans 11), ou, ce qui est la néme

chose, dans 6) et nous obtenons:

13) 0=82f.d2w+i(82f v °f 4 32f)
dy'2  dx? ' dx ‘oy'?’ dx dyZ ~ dx dydy'

Si l’iqtégrale générale de cette équation‘différentielle lindaire du deuxieme

ordre ((ms: 2% 0) est:
T = CiY1(x) + Cop(x)

ou C; » Cy représentent des constantes arbitraires, alors l'expression 12)
nous livre 1'intégrale généralé de 1'équation différentielle de la
transformation 6), qui est du premier ordre; manifestement, le rapport des
constantes Ci et Cp tient la place d'une constante arbitraire dans
1'integrale 12).

L'intégration de 1'équation differentielle 6) est ainsi ramenée 3 celle
de l'équation différentielle linéaire 13).

Nous remarquions plus haut que 821 se reduit a une valeur-limite,
éventuellement a zéro des que nous introduisons en particulier T pour la
fonction arbitraire z . Si nous nous posons a present, independamment de la
transformation, la question dé savoir quand 821 possede cette propriété,

/ .- .
nous pouvons proceder de la maniere suivante:



-20- ' o - =21~
Soit En fait, si nous posdns
1., | | 5f 3f
|
621=J1292dx _ _ Ql=5f=z§}7+z"a‘}j’
*0

~ .~ e ) ./ . .\
et puisque {ly est une fonction homogene de deuxiéme ordre ((ms;2 0)), il nous pouvons aussi ecrire cette derniere sous la forme

s'ensuit, lorsqu'on effectue une modification connue et usuelle pour la

~ 3 3
premiere variation: : : 1 -5 1=

18, 4 9
)

14) §%1 = J (2 o4
X

Q, X
5 = 5;—-)dx + [z EE%Jxl et si nous considérons que
0

0

i et cette expression se réduit a la valeur-limite des que pour 2z oOn suppose Q2 =82 = 691

i

une intégrale de l'équation

il
i
i
i

Tt ' X . /
i nous nous rendons compte aisement que nous avons

::lmnum; . aQZ _ _g_ aQZ =0 .
13a) 9z ~ dx oz' 32, 4 30, g
[ b ' 9z  dx dz' ( oz dx 9z'
g
I8
' Or, un calcul simple nous convainc de 1'identité de cette équation B 6(92-— d of
, - dy  dx oy'
différentielle et de la 13) linéaire.
La forme spécifique 13a), dans laquelle on peut ainsi poser notre §i nous notons donc
équation differentielle 13), nous conduit a découvrir une relation importante
2 : 2 e . vy = if; _g_ af,_
entre celle-ci, et 1'equation differentielle du probleme | F(y,y') = dy  dx ay'
. aQZ d 892 ,
Qf__ jl_@f_ _ _ , alors =, - 52 n_7v n'est rien d'autre que la totalite des termes du premier
15) 5y " dx 9y’ 0 . 0Z  dx 9oz

ordre dans le développement de la fonction F(y + z, y' + z') par rapport a

z,z' .
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Soit maintenant
y = w(xycl,CZ)

l'intégralevde l'équation différentielle du probléme connue de nous, alors on

peut donner de facon immédiate une fonction 2z qui fait que nous avons

F(y,y') =F(y+z, y' +2') =0,
et;donc aussi

16) | SF +02F + .o.. =0

. ' » Y )
En fait, si nous donnons aux constantes cj,cp des valeurs determinees,

mais de notre choix, l'expression

y

1S kS .
y+€(3C1Yl+8C2 YZ) teT

dans laquelle ¢ représente une grandeur suffisamment petite, et Yj,Yp des
- . ) ~ 2 .

constantes tout-a-fait arbitraires, suffit egalement a 1'equation

différentielle du probléﬁe, et nouswaurions ainsi, pour atteindre le but

4 9 3 ] hd
defini ci-dessus, qu'a poser:

-23—
par la substitution de cette grandeur, 16) est donc vérifiee de fagon
jdentique, et si nous passons aprés une division par € a la limite € =0

>

il s'ensuit que 1l'expression

17) z ™ aCl_Yl + 3C2Y2

satisfait l'équation différentielle

op = gL _ 4 3f, % a4
dy  dx dy' dz dx 9z'
et de fait cette expression représente l'intégrale générale, lorsque 'YI’YZ
représentent des constantes arbitraires.

Ainsi se trouve démontré le théoréﬁe fondamental de Jacobi, selon
lequel, avec l'intégration de 1'équation différentielle du problEme, celle de
l'équation différentielle lineaire 13) est effectude également.

Aprgé les recherches précédentes il est maintenant également clair que 1la
transformation est a effectuer sans 1l'accomplissement d'une opération
transcendante.

[Note: Le théoreme ci-dessus peut etre démontré exactement de cette facon
pour les problgmes les plus généraux du calcul des variations. La

démonstration qu'en a donne Clebsch (Cr. J. LW et qui se trouve également

reproduite dans le traite de A. Mayer (Cr 69)2 est une simple verification et

1 Clebsch, "Sur 1la reduction de la deuxiéme variation a sa forme la plus
simple”, 1857, in Journal de Crelle, T55, p.254.27
2 Mayer, “Sur les criteres du maximum et du minimum des intégrales simple¥’,

1868, in Journal de Crelle, T69, p.238-263.
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ne fait pas apparaitre la source du theéoreme. C'est pourquoi la demonstration
) . J ., ) )
ci-dessus, par ailleurs fort evidente, se devrait de meriter la preference.]
~ ’, " -"
(Ce paragraphe, depuis "Note", jusqu'a "preference"” est insere dans le
manuscrit entre crochets).
~ . . 7~ )
I1 s'agit a present de tirer les conclusions des theoremes decouverts.

)
La validite de la transformation

2 X1 3%f L dz N.2 2 %1
71 { 5;77'(dx + z5p) dx [z V]XO

*0
ne néceséitait, comme nous l'avons vu, que la possibilité d'intégrer
l'équatibn differentielle d'une transformation de telle facon que l'intégrale
Puisque son

v ne devienne pas infinie entre les bornes x5 et xj .

N J
1ntégrale génerale est

yo L dmdiE 1 3f
21 dx oy'? ' 2 oyoy'

Pl . ’
ou Tl represente la fonction donnee

— v, + JﬂB.Yz

dc, oc,

contenant deux constantes arbitraires 7Yi,Yp , la condition en question peut
A .4 .

etre exprimee ainsi:

La transformation est valable aussi longtemps et seulement aussi longtemps
qu'il est possible de particulariser 1l'expression

) 0
TT=__8_1'L_'Y1-+_1L'Y2

dc, dac,

..25..
de telle sorte que celle-ci ne puisse desormais pas devenir zéro entre les

bornes Xg et xp .

,
' est un zero pour

Car si x =x T, il est facile de prouver qu'alors
nous avons

dm

— >

[dx] Lz 0
X=X

~
(cf. Hesse, Cr.J. LIV)I, et ainsi V deviendrait certainement a cet endroit

00
Si nous choisissons donc les constantes arbitraires 7Y ;,Y, de telle

. . / N . s
fa%on que " disparaisse pour x = X ou pour une valeur situee infiniment

' donne la

prés de xg9, x =xg - , alors le zéro suivant de T , x = X
limite extréme jusqu'i'laquelle X] peut s'étendre afin que la transformation
conserve sa validite. Eu égard a 1'étude gén%rale donnée plus loin, je puis
me permettre de renoncer a une justification stricte et compléte de ces
conclusioné.

Ce point limite extreme (et d'ores et dejé a exclure) est ainsi défini

: sy 2 e v 2 .
par la racine situee pres de xy de l'equation

dc . 'x de, ' x

A(x,xo) N =0
A il
Jacy ac,

/2 ~ r J
Comparons ce resultat a une remarque precedente, et il en decoule une

autre conclusion de la plus haute importance.

” . ~ . 2 3
! Hesse, "Sur legcriteres du maximum et du minimum des 1ntégrales simples,

1857, Journal de Crelle, T.54, p.227-273.
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Si en effet m se laisse particulariser de telle facon qu'il disparaisse
pour deux valeurs de x , par exemple X =Xy et X = x' , alors la deuxieme
. . ' v ) ' ) .
variation de 1'integrale J etendue entre X3 et X' a la valeur zero des

N~ ’ ~

que a z nous substituons cette valeur particuliere ™ comme variation

J) ., . . A .20 . . g . >
speciale, ce qui est permis. Cette meme propriete s applique a la deuxieme

. ) '- ’ , ' .

variation de 1'intégrale proposee, lorsque nous avons xj > X' ; car nous
n'aurions qu'a poser z = T dans l'intervalle X +.... X' , et 2z = 0 dans

. ) . .
1'intervalle x' ..... x; . En general notre intégrale ne pourrait alors
devenir ni un maximum ni un minimum.

) 7
La borne inferieure x étant fixee, il existe ainsi une situation de

L. A ' ’ . -
limite extreme X pour la borne superieure x; au-dela de laquelle

' ’ ) s, 7 ’ ' A .
1'integrale proposée ne peut en general presenter d'extremum. Manifestement,

. .. ). . . . L, 2 [
ce point limite est defini pareillement par la racine situee tout pres de xq
J
de 1l'equation A(x,xgp) =0 .
)

Vi
Si nous retenons en consequence le point initial de 1'integration, le

théoreme suivant est valable:

La borne extréme au-dela de laquelle en général aucun extremum
(ms. extrem.) ne peut avoir lieu, est identique a la limite extréme
de validité de la transformation.

De cela découle de facon immédiate la totalite des critgres de

Jacobi.

/
A 1'aide de la transformation de Lagrange on peut egalement traiter en

conséquence le problemele plus général:

...27..
II - Sur la déduction des criteres a partir de la transformation de la

deuxieme variation par Clebsch et Jacobi.

On peut notoirement considerer ce qui suit comme le probleme le plus

général du calcul des variations:
I1 faut dé;efminer lés variables y;,y9,e..,y, sSoumises aux m<n -équations
différentielles de premier oydfe Y1 =0 ,9v2=0 ,¢e0e, Yy = 0, comme des
fonctions de x de telle facon que l'in;égrale proposée:
fxl
I =J £(x,¥15¥1"seees¥n>¥p')dx
*o
devienne maximum ou minimum.

Afin que cet exercice devienne possible et déterminé, il est nécessaire
de fixer certaines conditions limites. Admettons que les valeurs limites des
variables yjp soient donnees une fois pour toutsspour X = Xg et X = Xp .
Tous les autres cas peuvent se ramener a celui-ci.

La méthode de Lagrange relative aux multiplicateurs indéterminés permét
de traiter ce probleme de la méme facon que le problgme le plus général du

maximum et du minimum absolus. On pose

m
W o=f+ )  arbk
k=1

.~
. )
ou ) i representent des multiplicateurs inconnus, et l'intégration du systéme

. 4 : / . . . L >
simultane de n + m equations différentielles du deuxieme ordre:
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| 30 d aQ
1) . = - == =0 <k=1,...,0
. Byk dx Byk
wk_-o <k = l,e0.,m>

R

i

QT
il

I

. J s g

donne les fonctions cherchees yj .... y, et les multiplicateurs Alseoestnp
: . o
comme fonctions de x et de deux n constantes arbitraires, qui sont a

2 . . . - .
determiner en fonction des conditions limites prescrites.

. J . . 2 s 0 J

Nous considerons cette partie de 1'exercice comme etant deja achevee et

) s )
le resultat donne par

2) ‘ Yh IYh] = wh(X,Cl,..;,czn)

Ak = [Ak] = Ak(X,Cl,...,Czn)
h=1,.ee,0n k=1,2,0..,m .

. . . .. A . /J . .
La substitution de ces expressions doit etre signalee par leur insertion dans
les crochets.
. J . -~ 2 . t 4 ~
Afin de determiner a present si l'integrale I , pour le systeme de
. . . ) . ) . . . A .
fonctions ainsi decouvert, devient un maximum ou un minimum ou peut—etre ni
. . a4y . J P . -
1'un ni 1'autre, il est necessaire de rechercher le signe de la deuxieme
variation.
Si nous posons, sous la forme habituelle de notation
n n
32q 320 ' %0,

3) §7Q = z 2 — 2z 2z, + 2 —— 2 2z Y 2.2
kel i=1 Bykayi k i Bykayi ki aykayi ki

<1>

-29-

nous avons

*1
521 =J 2520 dx
*0
et pour toutes les fonctions arbitraires 2z , qui ne satisfont qu'aux m

conditions

n _ oY,
& o= L ATz 4 [

9
|
k=1 oy k ay

1z'} =0 T <2>
k k k

((ms:."h =1,2...n")) <k = 1,2,...,m>
cette intégrale doit toujours posséder un signe fixe.

. . . . .
Nous pouvons, et ceci est d'un interet certain, introduire a la place de

la fonction 529' , ceci:

2

. . m
5) Q2 = §°0 * Ik vk Yk  (plus exactement = ) )
k=1

1 C'ést—i;dire la fonction homogene de 2© ordré de 7 et %'y qui est engendrée
par  lorsque l'on pose en général Yk t €z au lieu de yp et lorsque

dans le développement en les puissances de € on prend le coefficient de ~% 82).
2 Ces équations de conditions 4) pour zjy apparaissent lot¥s du développemént de

) . . ) ~
1'integrale en la puissance de ¢ , lorsqu'en géneral on pose yp + ez a la

place de yy.
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2
fonction qui n'est rien d'autre que le coefficient devg. dans le
développement de la fonction
QCeeeyp tezy coe Ag + EUE o0l) <3>

~ .
Nous avons a present

rX

§2J =J L, ax .

X.

0

. : ~ /
La forme dans laquelle la deuxieme variation nous est donnee de fagon
e . : . .
immediate, ne permet pas cependant de reconnaitre son signe de fagon
immédiate. A la theorie incombe alors la tiche de transformer si possible
6§23 de fa%on a ce que la nouvelle expression remplisse cette exigence. En
) ) ~
generalisant les theoremes fondamentdux de Jacobi, qui avaient rendu possible
-~ )
la transformation pour le probleme dependant d'une fonction inconnue y ,
~ -~
Clebsch* parvint a accomplir cette transformation également pour le probleme
y . .
le plus géneral du calcul des variations. Il nous faut maintenant analyser
.~ )
brievement le resultat de sa recherche.
). . 3 ' .
Pour realiser cette transformation ce sont les solutions d'un certain
- ) T S
systeme d'equations difféerentielles qui sont utilisees, et dont le rapport
~ 4 ~ J
avec le systeme d'equations différentielles du probleme (1) est celui exprime

)
par le signe operationnel § ; donc le systghe

<3> C'est-a-dire de la fonction que 1l'on obtient de §! , lorsque l'on remplace

les variables yp et Ay par les grandeurs yp + €2y et Ay + epye

4 voir Clebsch op. cit.
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Y] d 23Q
S(—=——) =0, Sy, =0
Byk dx ayk k
ou bien:
30 -
0 T 30
: k¥ oY% Tk

o o ) ' y o
ou, pour les differencier, 1l'on a caracterise ces systemes de fonctions
) .\-' ’ ' ‘ ’ .
particulieres 2z, , ygy par up , r . De ce rapport on conclut aisement ce
) ~ ’ P ) . . e
theoreme important que, avec l'integration du premier systeme (1), celle du
.V ) » ] . / e
deuxieme (6) se trouve egalement accomplie de facon immediate. Les solutions

2 ) ) ~
generales du systeme (6) sont donndes par les formules:

2n Y
h
uh= z 'Y)\‘B*E"" h=1,o.o,n
A=1 A :
7)
2n Bkk
T = X Y. — k=l,...,m
=1 9%

’ )
dans lesquelles Y1se+++,Yo, Trepresentent les constantes arbitraires.
~ ’
Pour chacun des 2 systemes de solutions differents up , Ty et up , Iy
le rapport

no D8y DAy

{U -~ u —

) Tk du ) ko duy
d(

dx

} = const.

)

existe.

Dans le but de la transformation nous choisissons maintenant - et ceci

!

est possible d'infiniment de fagoné - n pareils systgmes de solutions de 6):
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2n 3
a k ©
8) u, = ) Ty
: k A=1 ack A
YG _ %? Xk YO
k A=l ch A
, ~ Lo , n(n-1) - . !
qui possedent la propriéte de rempli¥ les 5 conditions independantes

de x ("independantesde x" est une insertion):

9 g 5 39, (WP, 30, (u%,x9) 5
: u - u =
k=1 & &Qg k ,duﬁ
A=) X )

dx
Si 1'on introduit pour les n + m grandeurs arbitraires zp , Uk » des

. . e 2. . . . Jre o
combinaisons linéaires des systémes de solutions 8) ainsi definis

n
1o}
10) z, = z 8y Uy
o=1 :
o o
M T Z EsT x
o=1

4
dans lesquels g; ... 8, representent de nouvelles fonctions arbitraires,
alors on obtient pour {9 une modification identique, par l'intégration de

laquelle s'ensuit

2 1 T % 52 d
11) §°1 =J Ly oy ooy Ukl 7
x k=1 1 ki
0
Dans cette formule, on note
1
12) dzk duk dun
dx dx dx
1 n
- oM Y1
k - . . .
z ul u”
n n n

-33-

et

(11

13) U Zrui _...uz

Dans le meme temps les equations des conditions (sc.h) sy = 0)) se

transforment en

n 5
14) Z[a—w?]uk=o
k=1 Y

. . /0. s
De cette nouvelle formation 1l'on peut aisement deduire les conditions
J . . . .
nécessaires et suffisantes pour que § 2] conserve un signe fixe. Telles sont
ces conditions:
N -

Pour toutes les valeurs de x entre Xg et x; , il faut que la fonction homogene

3 et A
de deuxieme ordre:

n 2
) Eé%%%FT U Uy
h,i k%74

entre les n arguments Uy de laquelle existent les m equations des

3 . . / 3
conditions lineaires

n aw

Z 3 ? U =0 k = l,...,m,
y

k=1 "“h

N :
possede toujours un signe fixe.

- . ) . ~ ) ’
En ceci, 1l'exercice est ramene a un exercice d'algebre connu et resolu.
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Mais ce critérevn'est manifestement valable que tant que la
transformation est véritablement possible. Ainsi, afin de parvenir a des
resultats complets, il est néceésaire d'étudier les limites de validitée de la
transformation, et de tirer de celles-ci des conclusions permettant une
application simple. Il s'agit donc d'accomplir ici ce qui, pour le probléme
particﬁlier traite de fagon exhaustive dans 1l'introduction, correspond au

passage du critére imparfait de Legendre 3 celui vers lequel tendait déjE

.Lagrange et que Jacobi fut le premier ; atteindre parfaitement. I1 s'ensuivit

13 ce resultat important que la borne la plus extrgme, au-dela de laquelle

1 ) ] ) ) 7 ) : J . '
1'integrale proposee ne peut en general absolument pas présenter d'extremum,
‘ . .- : by . s N 4 .
est identique a la limite de validite de la transformation de Lagrange.

. . . A . . . ) J - et 2D '
- Jacobi lui-meme avait deja etabli ce theoreme pour le probleme general d'une

' . . . /
fonction inconnue <1>, sans toutefois le demontrer, dans sa note du

dix—septiéﬁe volume du Journal de Crelle. Hesse, qui dans son travail
(Journal de Crelle LIV) s'était fixe la tgche d'effectuer les calculs pour ce
probléﬁe - calculs dont il s'était en fait acquitté fort élégamment - ne put
malgré des efforts évidents dtablir comme resultat du calcul ce point
culminant atteint par Jacobi dans ses recherches, gface auxquelles seulement
il devient possible d'etablir des critéres parfaits. Et c'est la neme
difficulte qui forga Clebsch a s'arreter tout pfés du but dans ses recherches

sur le problgme lé plus général du calcul des variations.

v 1 (m)
<1> C'est-a-dire J £(x,9,9"yeee,y" 7)dx = Extr.))
X

0

...35...
. ,
Exactement comme pour le probleme particulier, on peut donner de prime
~ ) IS ‘

abord pour le probleme general une limite extreme x' que ne doit pas

J L. A , .
depasser, ni meme en fait atteindre, la borne supé}ieure X1 , afin qu'il soit

. . ! J ) )
possible que l'1ntegrale proposee (en general) présente un extremum. En

. .

effet, puisqqe 2§ly est une fonction homogene de deuxiéﬁe ordre en z, z', y

alors on a

) “ &52-—) ’ 8.\2/} - BQ’)
20, = ) Gz 2z, + =5 2)) ) =
2 Kk k 'k DZk k Kk Buk k
LIy
d 99, d Q 30
= ] -5 By, + S ) 2 2 L =% u .
k 9%, dx. CE Bzi k Kk oM K
donc
1
2 S T2 d 9% 302 g - x
§°1 = {) = ) — wldx+[ ] —, ] 1
] oz, ' g
| JX ¢ 0z dx 920 %k Lodn Tk k 3z] “k X,
0 ' :

) .
Nous en concluons de facon immediate que §2J se réduit a la valeur-limite

pour chaque systeme de solutions des équations différentielles simultanées.

o8 )
A) 2 d % B

| =0
k K Iy

Or, le systeme A) s'accorde pleinement avec le Systéﬁe 6) précédemment évoqué,

et dont les solutions sont connues. Nous en concluons:
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Chaque fois qu'il est possible de particulariser ces solutions

U

u, =L, acy,

g, 2
rk - YA ch

de telle fagon que les up s'annulent pour x = Xg et. x = X] ou pour une

)

\’ o -

valeur x = x' situee pres de xj , on peut donner egalement des variations
) .

speciales pour lesquelles on a

§23 =0 ;

celles-ci sont, dans le premier des deux cas:

Zh T Un Mk Z Tk
et dans le dernier: zp =0 , ug = 0 dans 1l'intervalle x' ....X] , et
zy = up et uyx = rg dans 1l'intervalle ' xg ....x' . Mais alors I ne peut
en général devenir ni maximum, ni minimum.

L'on voit donc que ce point liﬁite extrgme x' , que la borne supérieure
X1 ne doit pas atteiﬁdre, est défini par la racine située prgs de xp de

l'équation

2k o
dey'x, 7T t9c, 'x
_ 0 2n ¥0 ~
15) A(x,xy) = , =0
3y 3y
8(:1 K] aczn

k=1,2,..., n

-37-
J J
11 nous faut considerer ce fait important comme ce qui nous est donne de prime
. c1 s / -~ . . J
abord. L'impossibilite de Hesse et de Clebsch a surmonter cette difficulte -
J
qui, comme nous allons le voir par la suite, n'est pas vraiment une difficulte
N~ ~
particuliere - s'explique a mon avis de 1la fa%on suivante: c'est que tous deux
) A" [] ‘ . gt . - TP g
n'ont pas prete assez d'attention a ce fait et a sa position dans le critere

. . . . . S
de Jacobi, mais que, partant uniquement du calcul, ils avaient considere

. v/ . J . .
1'exercice a resoudre finalement uniquement comme une determination de

constantes.
La transformation de Clebsch n'est en effet valable, comme on peut s'en
. 7 -~
rendre compte aisement, que tant que U = Xiull .o+ uy® ne disparait pas a
). ' . '
1'interieur des limites x; et x| . En d'autres termes, pour que la
) .
transformation soit veritablement possible et valable, il faut que l'on puisse
: A
déterminer les fonctions de la transformation up ou plutot les 2n2
. . P . . ; ' .
constantes arbitraires YA qui apparaissent dans ces fonctions de telle facon
que
n(n-1) o . ,
1) les Yy conditions 9) independantes de x soient remplies
de fagon identique;
2) pour aucune valeur de x dans l'intervalle le determinant U
/7 (- J)
ne soit egal a zero.
Vi
I1 semble donc necessaire de rechercher les valeurs les plus géné}ales

. 4
des constantes qui repondent aux conditions 9) et pour lesquelles U ne

- AN
devient pas identique a zero, et d'étudier ensuite si parmi les systemes ainsi

. / . . ~
determines il s'en trouve quelques-uns qui satisfassent également a la seconde

. . . ~ . » /7
condition. C'est la en fait la voie empruntee par Clebsch et, en supposant
J
que les constantes d'integration «c¢j,...,cy, soient des constantes
. ’ ] 0]
canoniques, il a donne les valeurs les plus génerales des Yy qui

. - . / - ' . .
remplissent cette premiere exigence nommee. Mais a cause de la complication
d : y . : . J ). )

€s expressions, une etude du dernier point, le plus important, s'est revelee

~ A .
impossible et le probleme lui-méme ne progressa pas.



Nous devons la comstruction complgteide 1a‘théorie et 1'établiSSement des
critéies définitifs Q—Monsieur A. Mayer. Celui-ci emprunte une nouvelle voie,
de loin plus avantageuse, en faisant un choix spékial et bien déterminé de
constantes dont l'application permettra de tout attéindre.

by / . : . .
Bien qu'elle mene aux resultats en suivant un chemin rigoureux, une telle

) - : . . |, . / . ; -
methode a cependant certaind inconvenients. Etablir des determinations tout a

/), _ . , .
fait speciales de constantes possede necessairement quelque chose de fortuit,
d'arbitraire en soi, et ne fait pas apparaitre clairement le fond des choses.

~ J .

Bien qu'il n'y ait donc rien a ajouter aux resultats, cela ne serait

A [ ) . ) ’ ) ) )
peut-etre pas tout-a-fait depourvu d'interet de trouver un procede general et
naturel, libre de tous les calculs secondaires, pour pouvoir parvenir

. » N

directement aux criteres, en partant de la transformation de Clebsch et de
Jacobi.

) f
L'on a expose que tant que
U=}t upl Loooupn

; A NPT » .
ne disparait pas a l'interieur des bornes x3 et x] , la transformation
v o _
conserve son sens. Dans le cas donc ou celle-ci est applicable, les
o . A - s s .
constantes ’YA doivent etre choisies de telle sorte que ceci n'ait pas lieu.
_— : . . o .
A partir de cela il est clair que les fonctions up introduites pour 1la
N
transformation ne doivent pas disparaitre en meme temps dans 1l'intervalle pour
aucune valeur de x .

’ )
Leur forme generale est;:

,%? MWy
u, = Y
k A=l BCA A
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Nous pouvons choisir les  2n constantes \x d'infiniment de manieres afin que

(] '
pour n'importe quelle valeur de x , x = X les n equations

M '

‘[uk] =) (Szi)w Yy = 0
w

’ )

soient verifiees.
. e
Accomplissons ceci de ' n manieres différentes et caractérisons les n
o P

systemes en u qui apparaissent ainsi par: Uy eeeouy  (p=1,2,...,n) ;

) . L0/ s
et alors leur determinant aura la proprléte-de disparaltre pour x = X ce

W ’

que nous indiquons par la notation
. = +

UGex ) = ]

: ' ' - o
I1 est facile de se rendre compte que ces systemes de fonctions up, se

. ~
. . . . . J
pretent a la transformation. Car en premier lieu ils verifient les equations

des conditions:

30 30
Y {uP? 25 - u?'—“—la— }=0 : <1>
1 ; duy 1 N duj S
€3 ax

. ) E . . ) ) ’ . .
pour .x = X et de ce fait, parce que celles-ci sont independantes de x , -
de facon identi E d 11 st bvi LX) eut o

que. FEn second lieu il est evident que U(x,x,) ne peut etre
identique a zero, quoi que nous fassions pour tirer au hasard les fonctions
uy, du n-ieme arbitraire.

’ v . : ' '
Pour le cas ou la transformation doive Btre valable, U(x,gu) ne doit -

. . N . :
maintenant disparaltre pour aucune valeur de x entre Xg et xj .

(1) dans le manuscrit, par erreur: . "y {uﬁ ... F=o0"
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Nous nous demandons tout d'abord quelle est la nature des racines de

l'équation
U(x,x,y) =0 .
Si x = x, represente n'importe quelle valeur rendant nulle U(x,xy) ,

il est manifestement possible de determiner les grandeurs constantes

‘ ) . s 2
81>+++,8n de telle facon qu'elles satisfassent aux n equations lineaires

(@)
|

= g1{u11]x=x7T+ gZIU121x=xTr+ cee *ognluPlix

® 6 0 00 00000000000 0C0000 0600000000000 0060000600606000000060606000060000¢ECEJI6ESL660CELEGIEOESIDOSEOITIE

o
]

gl[un1]x=x + g2[“n2]x=x + oeee t+ogplulxx
m ™ w

Les grandeurs

up = gluhl + oo + gou”

ont donc la propriete de s'annuler pour x = X et pour x = X

™

W . Celles—ci

. - .
constituent un nouveau systeme d'integrales (en rapport avec les grandeurs r
-
correspondantes) des equations differentielles 9) et possedent également la

forme

Lok -
Yh T L BCX Y

-4 1-
L'équation U(xysx,) = 0 signifie donc qu'il existe un systeme de grandeurs

'§1 '°'§n pour lequel

2n oY _ 2n oY 3
) '(§Eh'w "W=0. ) (EZE)N Yy =0
A=1 A A=1 A

. s ) . . ;
est valable. Mais la condition necessaire et suffisante pour l'existence de

)
ces equations est

My Mk

E -
) =0

W Mk

(EET?W IR (gaz;)ﬂ

ou, dans notre notation:,A(xﬂ4xu9 = 0 . Nous en déduisons donc que toutes les

s ‘ ) . . J .
racines de 1l'equation U(x,xu) = 0 sont contenues parmi celles de 1l'equation
Alx,x ) =0 .

Nous savons de prime abord que l'equation A(x,xg) = 0 definit le point

. A ). .
limite le plus extreme X = X que la borne superieure x; ne doit pas

) A A .
depasser ni meme atteindre, afin qu'un extremum soit possible. Notre travail

.o~ ) ) . .
consiste ainsi a demontrer que la determination des constantes? peut en tout

.~

temps etre faite jusqu'a x'

, sans que U s'annule.

(1) dans le manuscrit, par erreur: " e "

w
. ) 3 .
(2) c'est—a-dire la determination "des y. " -
T
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. ~ . (. ' ~ Vi )
Ceci est tres facile a effectuer a 1l'aide du théoréme demontre plus haut.
, .
Xy representait toujours une valeur quelle qu'elle soit de x . Si nous
prenons x = Xg - L, ou [ represente une tres petite grandeur et
) . . ~
effectuons la determination des constantes d'une maniere quelconque, de sorte
que U se transforme en U(x,x) - ) , alors celle-ci est certainement
. ~ . ‘ I
valable jusqu'a la racine suivante X de 1l'equation U(x,x5 -z) =0 . Or,

~ ) ~
' ‘
d'apres ce théoreme nous concluons que nous devons avoir également

A(x »Xg = €) = 0 . 8i nous déﬁeloﬁpons, il s'ensuit

dA(x_,x)
= - — e -
0 A(xe,xo) z ( I ) + ..,
X=X

0

faisons diminuer C , et nous constatons de facon immédiate que la grandeur Xe
doit se trouver nécessairement dans le voisinage d'une racine x = X de
l'équgtion.zx(x,xo) =0 , de felle facon que. nous ayons Xe =X £ T, ouT
représente une grandeur qui devient infiniment petite en meme temps que C .
.La transformation peut donc etre certainement éxécutée de nombreuses
maniéies, de facon que sa validité s'étende depuis x(j jusque dans le
voisinagela que 1l'on peut diminuer Q'loisir, de la racine la plus préche
suivant x5 de l'équation A (x,x9) = 0 . Car celle-ci est d'aprés ce qui

VRS
precede valable avec certitude jusque dans la proximité de x = x et si

m b

) S co J
X, est par exemple la deuxieme racine de cette equation, la transformation

est d'autant plus valable jusqu'g' x' .

1 daps le manuscrit on trouve "la plus prdéche" raye.

3=
En outre; le fait que Xqr doive &tre identique & x' est une
conséquencé de 1la reﬁarque de Richeletl‘expliquant'que §2J ne peut
disparaitre tant que: les constantes sbnt.déperminables conformément a toutes
les conditions. .On'en deduitvqufil n'existé péé de.détermiﬁation de
coﬁsﬁantes qui‘soit valable en couvrant un intervalle plus grand que celui que
bornent xg et x' .  Selon quoi x ne peut pas non plus se situer au-dela
de',x'..
AQec la démonstfation du théoféme, selon lequel 1la transformation est

) . ) -
realisable entre x(p . et x' dans toutes les circonstances, nous avons

s » . vc ) 3 \‘ ~ -
atteint tout ce vers -quoi nous tendions; car les criteres a la fois

) .- ey . . P
.necessaires et suffisants s'ensuivent maintenant aisement.

‘A v'-, .‘ "' -
Cette methode est a considerer comme la veritable source de toutes les
/ L ;o : '
determinations des constantes speciales possibles.

.2 ' 7 ; . o
L'on se rend aisement compte que la determination des constantes de

. , ) . . N
Monsieur A. Mayer constitue un cas spécial de cette determination génerale et -

cependant plus simple. (cf. Journal de Crelle 69, p.250 en haut). ((La

phraée "L'on se rend .... p.250 en haut” se trouve en marge dans le
’ . [ ) ) . ) .
manuscrit)). Nous pouvons a present en etablir en grande quantite selon notre
o o » . s . s, I
choix, ce qui toutefois est sans interet pour la theorie. La specialisation
suivante peut servir d'exemple simple:
Nous choisissons les fonctions de la transformation uhp de telle sorte

.qu'elles

1 journal de Crelle, Volume 69, p.256.
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l. s'annulent toutes pour X =X  ,

w

2. que pour une valeur quelconque de 1'intervalle, x = X=

ull =u22= ® 9 000 %0 00 =un

. . J - )
et que toutes les autres fonctions soient égales a zero.
U(XEPXUQ recoit alors la valeur . 1 et ainsi ce choix de constantes est
L)
autorise.

) /
Les constantes se determinent parfaitement par les equations

3 ) o _
2 ( Vh wh) _ YA §

o _
Tevxe A =00 L GG hp

6hp =0 quand h 2 p
=1 quand h=p .
I1 s'ensuit:
1 Bemn)
A A(xé,xw) Y

Y,
AW

. . ! . ‘ .
et 1'on se convainc aisement du fait que maintenant U(X’%») se transforme

en:

A(x,x )
-A(x&,xw)

8(x,xw)

U(x,x&) =

Il

Y

-4 5~
) : ,_ - :
quand é: represente une constante differente de 0 et <« , lorsque X~ est

choisi de facon correspondante.
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III - De la limite pour l'existence d'un extremum.

! / . . J . / . 8,
Pour les integrales des equations differentielles nees de la disparition
. : ' . . . )
de la premiere variation, la modification complete AJ de 1'integrale

’ .
proposee prend la forme:

Pour le cas ou il n'existe pas de variations spéciales z}, pour lesquelles
825 disparait, le signe de AJ dépend toujours uniquement de celui de §2g
et nous avons alors des critéres parfaitement slrs et suffisants.

Cependant, delmgme que la borne suﬁérieure x1 de 1'intégrale atteint
ou dépasse un certain point limite x' défini par l'eduation A(x,xo) =0,
1'on peut'toujours donner un systgme de variations particuliéres, pour lequel
nous trouvons 62J =0 . Puisqu'en général pour le point 3' la trois€me
variatioﬁ ne disparaitra_pas en méme temps. que la deuxiéﬁe, il est justifié de

‘ 2.7 . .
dire qu'au point x' 1la propriete respectivement maximale et minimale cesse

" 4 l ”
-"en general”.

' Si cependant §3g poss;de aussi la valeur 0 et ,64J un signe fixe
pour ces variations particuliéres, il semblg que 1’intégrale puisse présenter
un extremum aussi loin que possible au-dela du point x' L'on pourrait
calculer de la facon suivante:

Etudier ces cas particuliers plds précisement ne serait certes pas dépourvu
d'ﬁne valeur théorique, et une methode simple, fécile é—appliquer, pour isoler
ces.cas devrait mgme etre de la plus grande utilité au point de vue pratique,

- ; » 2 . 3 .
car pour un probleme se presentant de facon speciale il est quasiment

impossible de reconnaitre directement si ces deux conditions sont remplies ou

—47-
- I . . . . . .
non, et car, par consequent, l'on ne saurait jamais avec certitude si nous
. 1 / ] ‘ .
n'avons pas precisement sous les yeux une exception de ce genre.

En fait les tentatives pour traiter l'exercice dans cette forme ne

' manquent pas. Pour le probleme le plus dans lequel l'intégrale

!
I= Jv f(x,y,y")dx
%0
doit étre traitée, nous disposons de traites exhaustifs de G. Erdmann (Revue
de Schlomilch XXII, XXIII, XXVI), qui prennent en considération méme le cas
ou toutes les vafiations, jusqu'g'un ordre quelconque 2k-1 disparaissent.
Mais ces efforts‘sont rendus inutiles par un théoreme que mon maltre,
Monsieur‘Weierstrass, a rigoureusement demontré dans ses cours del'été de
1'annee 18791, et qui eét le suivant:
'

! . I . . ’
X = X etant le point-limite en question, 1'integrale

x:

=~
[]

1
J f(x,y,y')dx ne peut en aucun cas avoir un maximum ou un

X . .
0- el ~
minimum, des que nous avons xj > x' .

) . ‘ ~ - ) . 3 g 3 .
Dans ce probleme-ci 1'observation de la deuxieme variation suffit dans toutes

les circonstances pour décider de la question de la presence d'un maximum ou

d'un minimum.

. 4 . ¢
1 11 existe une redaction stenographique de ces cours par Husserl. cf.
Weierstrass, Ouvrages mathematiques, Volume 7, Cours sur le calcul des
. , ) )
variations - Leipzig 1927 - On y trouve ce théoreme légerement genéralise et

dans ﬁne autre forﬁulation. P.154 et 163.
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On est tenté de supposer que le théoreme correspondant est également
valable pour les probléﬁeé généraux. Pourtant, la demonstration de Monsieur
Weierstrass ne permet pas qu'on 1'dtende au probléme le plus général.
Celui-ci repose en effet essentiellement sur le théoreme suivant, déj5 note

par Hesse dans son travail: Si la grandeur

Y Y
aCZ 301

Y (Bw)

A(X’XO) - )XO— dc; deca'x

0

s'annule rour x = x' , alors

[ AGux) 1,
est différent de zero.

Ceci est valable ﬁour chaque racine x' de A (x,xg) = 0 , donc également
pour x' =xg9 . On voit immédiatement que le méme théoreme n'a pas lieu
d'étre dans le problgme général; car il est évident que les premiéres n-1
dériveées du déterminant A(x,xg) sont identiques a zéro pour x = XQ .

Si 1'on suppose que A(x,x)) change de signe en s'annulant, abstraction
faite de ia valeur nulle identique x = xg , ((abstraction faite de la valeur
«vee X = X" = insertion)) la demonstration de Monsieur Weierstrass pourrait
trés bien etre généralis@e; mais il semble tres difficile de demontrer
généralement cette supposition - si tant est qu'elle soit juste. Comme je
n'en suis pas capable, je ne reproduirai pas ici cette démonstration, mais je
communiquerai une tentative de démonstration de ce théoreme important‘en

empruntant une toute nouvelle voie.

~49-

- . . R .. s ) g ‘
Pour des raisons de simplicite, je me limite au probleme general du

. - ' . . o2 .
maximum et du minimum absolus. Soulignons expressement que les considerations

ci—dessdgé conservent leurivalidifé‘pour les probléhes les plus généraux'du
méximum ou du minimum relatifs ((ms: Mag)) apfés lfopération de petites
modificafions_inéignifiantes se présentant d'elles—mghes.

En suivant le raisonnement de Monsieﬁr Weierstfass, j'appellerai la
raciﬂe. x' située tout pres de xg de 1'équation A(x,xg) = 0 "la valeur
conjuguée de xp" (ou "point"), et toutes les deux ensemble de la meme fagon_
"un cduplé de valéurs coﬁjuguées" (ou de "points").

‘J'attire tout d'abord 1'attention sur le fait que les conditions qui
furent tirées de la transformation doivent aussi etre remplies nécessairement
quand x) est situé au—dé15 du point conjugué‘ x' . Car si nous divisons le
chemin dg l'intggration XQ *1 en plusieurs parties constituées de telle
sorte qu'aucune d'entre elles ne contienne plus de couple de points conjugués,
alors la transformation est réalisable pour chacune des intégrales

correspondantes, et ainsi il est clair que, .s'il doit etre possible qu'un

N ] ‘- . g -\
extremum ait lieu entre X et Xxj , la fonction homogene de deuxieme ordre

des n variables arbitraires Uj ... Up:

3%
)

L o

2W =

V . . / i . . .
doit toujours posseder un signe fixe pour toutes les valeurs de x entre xg

, .
et x] <1>. Celle-ci represente alors une "forme définie” qui ne disparalt

. A o~ )
que lorsque toutes les variables sont é%ales a zero.

<1> d'aprés le theoreme de la page 22 en haut.
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Désignons pour des raisons de commodite 1'integrale I qul s'etend entre
les limites x = x0o et x =xfB par IoBf, et nous aurons pour les

variations de notre choix zp la formule:

oz' h

1n 5@ 39, 030 X 1
621 1= J ) (% - éL-g*%)zh dx + [ ) 22, gt si2
0 2N h=1 %% P x

Nous supposons a présent que la portion xg xj; contient le point x'

. 7 N~ . . A . . ~
conjugue a Xg , mais aucun autre point x'' de meme nature qui serait a son
. )N,
tour conjugue a x' .

) ~ ) ~ . V4 .
Nous determinons a present deux systemes de solutions des equations

différentielles
R, BQ
L) 5 ax Gad " O
h h
soit
Z] T U]seessZp = Up
et

Z] = W]seees2p = Wp

<1> voir Chapitre II, p.24 en haut. D'apréé celui-ci, manque ici le deuxieme

termes de la somme:

1 30
2
83 =...+J ) =2 u dx ))
0 o M K

-51-

de teile facon que nous ayons
1.) ’ i | [uh]x=x6 =0, [uply_yxr =0

2.) ' -+ [wplx=x = luplx=x » [wplyox =0
a " a 1

~ ) ‘ . ’ . N .-
ou X, represente une valeur quelconque de x dans 1l'intervalle, valeur qui
doit uniquement etre cho;sle'de.fagon qu'entre x, et x] il n'existe aucun

. . ; . , .

couple de points conjugues . . Ceci dtant supposé, il est permis d'introduire
le systéﬁe suivant de variations speciales:

Nous posons dans 1l'intervalle [xg,x,]:

et dans l'iﬁtervalle [Iaq 14]
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En fait nous avons, dTaprEé la supposition

[Zh]xo =0 [zh]x~ =0-.

Selon le systéﬁe d'équations différentielles I.) la deuxiéme variation prend

la forme:

2. .2 2
87301 = §90a ¥ 691
n a3 a0 -
AT Te
h=1 h h X=xXa

1 O T 9)
) [ -D u ]
nop o dup dw Y

X=Xa

. . . )
Soit a présent x = x1" le point conjugué a x] , situe entre xp et X

: A
nous pouvons alors donner a X, toutes les valeurs de x entre:

x1'+ 8,040, X} , 0u 6 rgprésente une grandeur suffisamment petite

(("oU... petite" = insertion)), et pour chacune d'entre elles la formule

déduite ci-dessus est valable.

~ )
Nous posons a present

P,
3.) £(x) = Zl_[(gag-— 8Wﬁ) w l o

h

1

=53-

’

o ) ) . . T J . ]
et nous nous representons - les relations 1) ek 2) étant toujours presupposees

- X 1

. . N
a . comme se transformant de facon continue de x;'+ § a x_ . Pendant ce

s ) : » A _
temps, ce qui est d'une clarte immediate, la fonction 'f(xa) n'arretera pas

/
non plus de se transformer et la differentiation est permise.

 I1 faut remarquer que l'on a

duh

d [u 1, = [

dxa

dx ~ x=xa

et, de ce. fait, nous avons

4

n R, o, o odu, . aq
rra GOSN R R e < I Cad  Dar = gt ]
a h=1 . a h ~h xa h=1 xa h
I1 s'ensuit
N n o g i) a0
df u .
[ diza) xa=x"' Z dil'(au% - aw%)]x=x'
h=1 h h
car d'apr8s 1) nous avons [uply=x' = 0 .

. c ) . ' ) )
Si nous prenons de plus en.consideration le fait que, en general, pour

1

des z,z quelconques, nous avons

n TN
— R 3-?29 z.) <1>
Dzh i,h=l thay 1 dy, dy 1

<1> par la differentiation de 3) (cf. Chapitre II, p.18) en zy, naturellement

il faut aussi faire la somme sur i.
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. ./
il s'ensuit aisement

En fait, pour x, = x' nos variations sont

éh = up dans 1'intervalle xQ ..... x',

zZp = Wh dans 1'intervalle X' ceeee X
et nous devons anir [Wh]x = [uplx =0, ét
[wylx =.0 .

' et x; ne peuvent etre un couple de points

Puisque maintenant x
' ' ; : e .
conjugué¢s, il faut que wp soit identique a zero, et de ce fait nous avons

dw
__éfz O o
dx

/ .

—55_
A partir de cela nous avons
df (xa) - F 020 duy duy
[ dxa ]xa=x' - X [ay'ay' dx dx ]
i,h=1 h ’i x=x"

) . : J .
et dans cette formule u}p representent les fonctions strictement déterminees

) .
par les equations .

2n My
] =) GO, v, =0
Y4 X, A=l 8ck X, A
2n Y
—h
[uh1x' - KZl (Bck x' YX 0

~
I1 nous faut maintenant faire attention a ce que toutes les grandeurs

2n
duh _ z ooy
dx 1 hA A
- ) 5 ) oy
- ou, pour des raisons de commodite, nous avons deésigne whk (XO) = ggh

- ne peuvent pas disparaltre pour x
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' ’
Ceci exigerait en effet que le determinant

ha o U, @
= D(x)
k1 K, 20 k=1,...,n

disparaisse pour x = x' .

. . Y] D)
L'on peut cependant démontrer que D(x) mne peut devenir egal a zero pour

’ : g . c )
aucune des valeurs de x prises en consideration.
N : . . )
Si nous supposons maintenant que pour toutes les valeurs de x situees
. ) .
entre Xy et X . les conditions necessaires pour 1l'apparition d'un extremum

sont remplies, la grandeur

) 3’0 dup duy
) 1
K,i Byhayi dx dx

~ . . Vi )
possede alors pour x = x' une valeur differente de zero.

]
Ainsi nous avons le resultat suivant:

df(Xa) S A
Nous avons L[5 1] 1 20, tandis que dans le meme temps pourtant nous

dxa X =X
a

y

avons f(x') = 0 , comme nous 1l'enseigne 3.). La fonction £(x,) change donc

de signe en passant par x5 = x' .
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I1 est facile d'indiquer l'importance‘de ce résultat: f(xg) n'etait
rien d'autre que la valeur de 1la deuxiéﬁe variation en pfenant les variations
spécialesvdéfinies par_lés formules. 1.), 2.). Choisissons doﬁc celles—ci_tout
d'abord de telle facon du'apfés leur éubstitution 52J re%oive la valeur:
f(x' = 9) ~et aussi que &2J prenne la valeur £(x' + 8); alors notre
fésultat énonce que ces deuﬁ valeurs de §2J possédent un signe opposg.

Par cela il est démontre qu'au point (x')-_conjugué du point de départ

’ y ) ) . ’ ’ 7
(xg) de 1'integration, la propriete maximale a veritablement cesse d'exister.

) . ) . . ) ~
J'ai trouve encore une seconde demonstration pour ce theoreme fondamental
du calcul des variations, dont le principe de base est de la plus grande
) )

)
simplicite. Mais son expose rigoureusement fonde necessite toutefois des

3 j 3 2 . ‘ ] . . . 3 . 3
considerations assez etendues dont 1l'exposition nous menerait trop loin ici.
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SUR LE CALCUL DES VARIATIONS

Mercatique solum, facti de nomine Byrsam

Taurino quantum possent circumdare tergo.
(Eneide livre 1)

La creation de Carthage par Didon aurait, si 1'on en croit la légende
rapportée par Virgile, suscite pour la premiere fois un probléme de calcul des
variations. Didon avait acheté, avec le peu de biens qui lui restaient aprés
avoir fui Pygmalion, ﬁn territoire qui devait 8tre contenu aans la peau d'un
taureau. Jbuant sur les mots, elle découpa le cuir en fines laniéres et les
attacha les unes aux autres. Il fallait alors entourer le plus de terres
péssible avec ce fil de lonéueﬁr donnée. C'esp le classique probléme
d'isopérimEtre: trouver la surface d'aire maximum limifée par une courbe de
longueur dopnée. Le probléme de Didon a eté résolu en 1697 par 1'un des
fréres Bernouilli: la réponse est un cercle. On peut remarquer que les
Romains avaient donné la solution a Horatius Coclés; apres son exploit au
pont .du Tibre contre 1es_troupes de Porséna, le Sénat 1lui avait donné autant
de terres que peut en entoufer le sillon circulairé tracé par une charrue en
un jour. Les problémes d'isopérimétrie remontent donc a la plus haute
antiﬁuité; Pappus donne une solution géometrique au probléme suivant: étant
donne un segment de droite AB , trouver une courbe de loné%ur donnée partant.
du point A et arrivant en B telle que l'aire comprise entre cette courbe

et le segment AB soit maximale (290 p. J.C.). D'autre part les Grecs,
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caractérisent le segment de drbite comme étant la ligne dé plus petite
longueur joignant deux points d'un plan donné; Archimédé (287-212 ay.J.C.)
prend ce résultat comme postﬁlat pour établir ses quarante-—sept propositions
concernant les aires et lés volumes. Il faisait ses calculs en utilisant un
raisonnement mécanique; nos équations modernes etaient pour lui des équilibres
de statiques. |

I1 faut attendre Pierre de Fermat (160141665) pourIVOir réﬁpparaitre des
calquls d'éxtrema; Ear ses méditations sur ies oeuvres d'Archimede, Pappus et
surtout Diophante, ‘il met au point sa méthode "de maximis et minimis". Pour
trouver les extrema‘d'uné fonction, Fermat introduit 1'operation
d'"adégalité":bon‘écrit 1'équation f(a + e) = f(a) que 1'on développe pér
rapport a e 5 on.simplifie par e.bqui est en facteur, pﬁié on l'ééale a
0 . Ceci donne une équation qui fournit les extrema. Cette "adégalité; n'est
autre que 1'ancetre de la dérivation de Leibniz revue par 1a‘méthode de -

1'analyse non standard de Robinson (1960).

——r —— — — ——

o e es e es s w—e

a+e

P
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Le succes de sa méthode dans la détermination des tangentes est
spectaculaife. Descaftes ne comprend pas immédiatement et un vif ékhange de
lettres par l'intermediaire de Mersenne permet 3 Fermat de se libérer du cadre
des courbes algébriques en clarifiant son point de vue (1638-1640). Il prend
connaissance a la meme époque de la "demonstration” par Descartes du principe
de la. refraction Qu'il réecuse comme non rigoureuse. Ce n'est qu'a la fin de
1661 qu'il en donne une preuve correcte. Il reprend 1l'analogie, due a
Descartes, de la lumié}é se propageant a des vitesses differentes dans des
milieux d'indices differents. Sa démonstration est la suivante: supposons que
la source lumineuse soit en M et que le rayon réfracté passe par H ; le
milieu le moins dense est au-dessus du diametre d'un cercle passant par M et

v . .
H ou la lumiere — la balle de Descartes — a une vitesse plus grande.

MRH est un trajet quelconque, il faut trouver la position du point R =N

correspondant au trajet du rayon lumineux.

-61—

"Or puisque c'est la nature qui dirige la lumiére du point M vers le
point H , nous devons chercher un point soit N par lequel la lumiére en
s'infléchissant ou en se refractant parviendrea dans le temps le plus court du
point M au point H , car on doit admettre que la nature, qui méne le plus
vite possible ses opérations visera d'elle-mfme ce point-1d. Si donc la somme
IN + NH qui mesure le témps du mouvement sur la ligne brisée MNH est une

/7
quantite minima, nous aurons atteint notre but”.

On remarquera que ce n'est pas le chemin minimum mais le trajet parcouru en le
e . . . / . . . -~
minimum de temps. Leibniz avait accepte ce principe bien conforme a ses
3 / . " . " . . . . .
conceptions metaphysiques du "meilleur” mais au lieu de temps minimum, il
. L . ’ .
parlait de chemin "le plus facile" au moyen du produit de la résistance par
. ' 3 3 . -
le chemin. C'est donc du travail dont il s'agit. Il pensait a l'encontre de
. . /. . A . .
Descartes que la vitesse croit avec la résistance qui empeche la dispersion
I . . / . t\'
des rayons; ceux-ci se trouvent ainsi reserres telle une riviere dans une
2 . .~ f s .
gorge etroite, et en acquierent ainsi une plus grande vitesse. Le rapport des
’
sinus des angles d'incidence et de refraction est donc proportionnel au
rapport des vitesses. C'est donc un principe de maximo-minimum comme le
. > - . ., ) P
notera deux siecles plus tard Helmholtz: maximum d'efficacite pour le minimum
’I . ) ~ ' . .
d'energie. Huyghens en deduisait peu apres que les fronts d'onde lumineuse a
un instant t + s s'obtiennent comme enveloppe des fronts d'onde a 1'instant
. ~ . . Y ' -
s construits a partir de sources lumineuses situees sur le front d'onde a

1'instant t .
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Au début du dix-septieme siecle, Galilée observe qu'un point pesant lache
sans vitesse sur une courbe AB ne mettra pas le temps le plus court si AB

est un segment de droite.

Le problEme de la courbe brachistochrone est donc pose:

b ’ [ . . s
C'est seulement a la fin du siecle (1697), a la suite d'un concours lance
‘ ) (o2 ) . [
par Jacques Bernouilli, professeur a Basles, pour la resolution de ce probleme

que l'on saura que la courbe de temps minimum est un arc de Cycloide.

:

Genération de (2 deoHL.
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Ce problémeregut une solution de Newton, Jacques et Jean Bernouilli; apréé que
le calcul infinitésimal eut été mis au point par le premier et par Leibniz
(1684). Jacques Bernouilli avait, auparavant, resolu le probléme de Didon:
brachistochrone et isoperimétre furent ainsi les deux premiers problgmes du
calcul des variations qui re%urent une solution. Dans la premiére moitié du
18¢ siScle, Maupertuis assimile les théories de Fermat et Leibniz et se donne
pour tiche de les confronter avec celles de Newton qui expliquait la
réfraction par l'attraction des milieux les plus denses. Cette attraction
devait rapprocher le rayon de la perpendiculaire a la ligne de séparation, ce
que 1l'on constate bien expérimentalement. Pour concilier ces théories,
Maﬁpertuis propose de substituer au principe de Fermat celui de la "moindre
action”. L'action est le produit de la vitesse par le chemin et le minimum de
Leibniz, produit de la résistance par le chemin est, dans ce cas, la méme
chose,‘la résistance éfant proportionelle & la vitesse. Ceci cesse d'étre
vrai si 1'on abandonne 1'optique pour la mécanique et cette convergence de
vues est fortuites. Le principe de Maupertuis a le gros avantage d'8tre
vérifiable expérimentalement au contraire de celui de Leibniz entache de la
notion vague de résistance. La divergence ﬁétaphysique se trouvera alors
nettement définie par la notion de dépense ou d'épargne divine correspondant

3 . . . - .
au travail fourni qui se substitue a 1'actionl.

1 GuérOult:Dynamique et Métaphysique Leibnizienne, Les Belles Lettres, 1934.
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Le principe de moindre action a le plus de retentissement en mécanique:
Si 1'on considere les trajectoires d'un point materiel soumis a un champ de
forces, l'analogue de la longeur optique du chemin entre A et B
(c'est-a-dire le temps minimal de propagation de la lumiere entre A et B) est
1'action le long de la courbe trajectoire du mouvement entre A et B .
Autrement dit, pour tous les mouvements possibles donnant des trajectoires

" A ] . 2 s
passant par A et B avec la meme energie que le mouvement reel, l'action

B
B—>-+ )
=‘[_ <mv,dr> est minimale pour le mouvement reel. Ce principe est
A
A
) g . > > . s .
equivalent a la loi de Newton F =mYy . Notons toutefois que le principe de
Maupertuis est un principe global: il considere le mouvement dans son
- L .
ensemble, contrairement a la loi de Newton qui est une donnée locale & partir
de laquelle on le reconstitue. Il ouvre donc la voie a la mecanique
statistique et a la mecanique quantique.
~ . . J .
Eleve de Jean Bernouilli, Euler, dans son travail de législateur de
l’analyse)ne pouvait pas ne pas rencontrer les problEﬁes de calcul des

variations. En 1744, il fonde en fait ce calcul (dont le nom est du &

) 3 . ’ " 3 . . 3 -
Lagrange, son contemporain) par son traite "Methodus inveniendi lineas curvas

maximi minimive proprietate gaudentes”. Il retrouve ainsi, en étudianf le
mouvement d'un projectile dans un milieu résistant, le principe de moindre
action de Maupertuis. Euler mit en evidence (1744) la premiere condition
nécessaire pour qu'une courbe Y (t) ou t désigne le temps, soit extrgmale.
Lagrange continua ce travail (1754), encouragé par Euler, en dégageant le
calcul des variations des qonsidé}ations spécifiques E'Chaque probleme
particulier. Le probléme etait ainsi posé dans sa forme moderne: on entrait

N~
dans la phase technique de controle des phénomenes.
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A la méme epoque, Kant dans sa'théée, reprenait ce probleme de
maximum—minimuﬁ du calcul des variations: c'est le fameux exemple des alvéoles
des abeilles. Elles utilisent le minimum de cire pour le maximum de surface
entourée. Ce probléhe d'espace rempli par des volumes identiques reste
ouvert: on ne connait que des solutions partielles au 18¢ probleme de Hilbert
concernant l'empilement optimal de volumes identiques tels que le volume des
interstices soit le plus petit possible.

Rappelons que pour une fonction dépendant de plusieurs variables

JL . ' . . . -
L(x,y,z),;gg designe la variation infinitesimale de L par rapport a x, y et
’ L) A 9L 3 -
z etant fixes; de meme 455, —% par rapport a y et =z respectivement.

L'audace d'Euler et de Lagrange fut de calculer la variation infinitésimale
d'une fonction par rapport a une courbe Y c'était faire en fait du calcul
différentiel dans 1l'espace des courbes reguliéfes Y qui est de dimension
infinie. Le problghe's'énonce plus précisement: calculer la différentielle
(variation infinitesimale) de

t

1
d(y) = J L(Y,Y,t) dt
o

au Y désigne la vitesse le long de v . En effet, si y est extremale la
’
differentielle de ¢ calculee pour la valeur y est nulle. On calcule

1'accroissement de L pour une variation § de vy

LYy 6, v+ 8, £) - L&y, 7, t>=§‘;—a+%é
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)
et des termes d'ordre inferieur lorsque § tend vers O , et on ecrit

A g4 gy L

3y~ dt 9y dt

oL
a?)] S

o
D'ou

_ =
' = oL _ d 9L oL <+t
o' (Y) = J 5y~ dt (3?)]8 dt + [a§ 6]t

0

0
t

Choisissant & telle que S8(t) = §(tg) = 0 , le dernier terme s'annule et 1la

condition ¢ '(y) = 0 se lit:

9y dt '3y

C'est l'équation différentielle d'Euler-Lagrange. La mise en forme rigoureuse
de l'implication
d

t
oL oL o
[ E§? - It (8?)]6 dt = 0 =

9L d oL

5~ at oy

) =0

o

- ~ . .
ne sera faite que vers la fin du dix-neuvieme siecle par Du Bois Raymond.
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L'annulation de la differentielle d'une fonction correspond a une pause
) ' P l Y
dans les variations de celles—ci, la courbe representative qui s'elance semble
h N N . .
s'arreter avant de repartir. La droite qui touche la courbe en ce point,

-~ .
c'est—-a-dire la tangente, est horizontale; on a les dessins suivants:

AL (37

-«
Les cas I et II sont analogues et correspondent respectivement a un maximum ou

un minimum; le cas III montre que le point ou la différentielle s'annule ne
correspond pas toujours 3 un extremum. La discrimination de I, ITI par rapport
a I1I se fait grgce a la concavité: dans le cas I, la courbe est convexe; dans
le cas II, elle est concave; dans le cas III, elle est convexe d'un cGté et
concave de l'autre du point considére. La differentielle correspond a la
pente de la droite tangente en un point; dans le cas I, la tangente a une
pente qui est croissante tout le temps; dans le cas II, deécroissante tout le
temps, alors que pour le cas III, la pente commence par décroitre jusqu'éﬁ 0

puis croit ensuite.
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I1 faut donc &tudier les variations de la differentielle pour pouvoir
faire 1la discrimination entre un vrai extremum (I ou II) et un faux (III).
Autrement dit, il faut calculer la deuxieme variation de d(y) et etudier son
signe. C'est cette étude qui va occuper successivement tous les
mathématiciens de Legendre a Hilbert. L'expression de la variation seconde

est la suivante:

\

t 2 2
¢"(Y)(§) = J [P 6° + 2 Q88" + RS'7] dt
t

0
2 , ) - 2 ’
avec P = é—% (derivee seconde par rapport a y). Q = 0 % (dérivee
Yy aySy
. . 9L s . _ “ .
seconde mixte en Yy et y) et R = - > (derivee seconde par rapport a vy ). On
oY

voit que P82 + 2Q88' + R8'2 est une forme quadratique en Set &' . Il

) : . a : .
faut etudier son signe. En 1786, Legendre, grace a la transformation
suivante, donne une condition necessaire tres simple pour avoir un extremum;

. 3 \'
il ajoute a

X
52¢ = J L e 6% +2 86" + RS'?) dx

XO'

1'expression

X, < -
J (268'w + sz') dx = [Szw] 1
X o %o
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-~ ) . . ’
ou w est derivable et s'annule en X3 et Xxj , expression qui est donc

C
nulle. D'ou en regroupant

*
§%¢ = J R(5*2 +'9;1“’- §)% dx
%0

si (Q + w)2 = R(P +w') =0 . La condition de Legendre est alors, pour un -

minimum (52¢)) que R. soit strictement positif, c'est-a-dire:

Malheufeﬁsement, pour cela; i1 faut otre sﬁr, comme l@ remarquait
Lagrange dans son traité sur les fonctions analytiques.(1798) que w ne
devient pas‘infini sur 1'intervalle ﬁo » X1 (voir a ce propoé 1'introduction
de 1la thgée de Husserl). L'effort se portait donc maintenant sur la

) ' :
resolution de 1'equation
(Q+w)2 -R(P+w') =0

o . . 3 3 } l ’ ’
qui est d'un type bien connu aujourd'hui pour avoir ete etudiee par Riccati.
On sait trouver toutes les solutions si on en connait une. C'est 1@ mérite de

. ) ) ’ '
Jacobi d'avoir transforme cette equation en une equation linéaire par le jeu

d'un changement de fonction inconnue u L \;\_//////

u'

w=-Q.~- Ry
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On obtient alors l'équation dite de Jacobi:
(P-Q")u - (Ru")' =0

w ne devient infinie que si u s'annule. On savait que u et u' ne pou-
-vaient s'annuler simultanément car une equation de second ordre a une solution
unique - c'est le theoreme de Cauchy - correspondant & des données initiales;
1'analogie mecanique est lé suivant: le mouvement est entierement déterminé
une fois que l'on se donne la position et la vitesse initiales. Si celles-ci
sont nulles, le point est immobile au cours du temps.

L'étude des zéros d'une solution d'une équation lineaire du type de celle
de Jacobi a conduit Sturm (1825) a découvrir le théoreme d'oscillation qui
porte son nom: soit deux fonctions aj et as , aj £ a3 , alors, entre deux
zéros de toute solution de l'équation y'"+ajy=0, i1y a un zéro de toute
solution de y" + azy'= 0 .

u ) ’

Ce que 1'on appelle les points conjugues etait ainsi mis en evidence.
Pour en avoir une intuition geometrique, considérons la terre et cherchons le
cheminrle plus court pour aller du‘Pﬁle Nord a un point proche du PSle Sud.

On sait bien que le chemin en questipn est(l'arc de meridien qui passe par ce
point. TImaginons que le point choisi se déplace sur ce meridien en allant
vers le Pale Sud; tant qu'il ne franchit pas ce pgle, le chemin le plus court
est 1l'arc de départ, mais des qu'il le franchit, il faut prendre 1l'arc de
méridien qui se trouve de l'aufre coté de la terre: c'est ce phenomene de
"saut” & travers un point-ici le Pdle Sud-que donne l'existence de points

. )
conjugues.
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Jacobi observe aussi que si ¥ (x,c1,c2) est une solution de l'equation

. , o , _ :
d'Euler-Lagrange qui depend de deux constantes arbitraires c¢j] et c¢p , alors

3 3 : ' ' / ;
3§§E' et.gik-sont deux solutions de son equation.  Les travaux de Hesse,

1 2

J . 0\' u\' .
Clebsch, Mayer vers la moitie du dix-neuvieme siecle ont tendu a mettre en

.. ) . ’ . . .
forme les idées de Jacobi et & developper des techniques permettant de voir un

/

. s s s ' ) ) : . ;
peu mieux le signe de la variation seconde dans le cas géneral d'expression de

la forme:

XA

4)(\“ = t(i,x,x 2"{) ) Xm)‘?\%

Xo
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portant sur un nombre quelcqnque de dérivées de la fonction inconnue Y . Se
développaient J'cette occasion les determinants de systemes linéaires qui
allaient faire partie de l'algébre linéaire a la suite de Grassman, Kronecker
et Weierstrass.

A la mgme époque Hamilton en Irlande, apfés ses recherches sur 1l'optique
géométrique dans la ligne du principe de Fermat, s'efforce de simplifier les
principesdfondamentaux de la mécanique; il substitue au principe de moindre
actign le principe qui porte sbn nom: la variation de l'intégrale d'action est
nulle dans toute variation du mouvement qui est nulle aux extrémités de
l'intervalle (1834); c'est la paraphrase du resultat d'Euler et Lagrange.

:Comme le lecteur a pu le constater, a partir d'Euler et Lagrange, le
calcul des variations est entré dans une phase technique de mise au point des
outils pour le résoudre; on ne s'est pas préoccupé de 1la rééularité de la
fonction L (L poﬁr Lagrange!). C'est ici que Gauss "princeps:
mathematicorum” apporte sa contribution au domaine qui nous occupe. Son
travail est modeste en apparence: aucun théorgme du calcul des variations ne
porte son nom. - Toutefois par son travail de mise au point sous sa forme
definitive de 1'analyse infinitésimale, ses travaux de géométrie allaient
profondément influencer ses successeurs du dix-neuvieme et du vingtieme
siecle. Ainsi, le seconde moitie du dix-neuvieme siecle va-t-elle faire une
révision critique des fondements et des preuves. Ce sont Weierstrass,
Erdmann, du Bois Raymond, Schwarz qui vont permettre une meilleure formulation
des problemes, une preuve rigoureuses des trois premiéres conditions

) . : . . .
necessaires et la preuve rigoureuse d'un extremum faible.
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La premigre objection apparut au sujet d'un résultat de la thése de
Riemann (1851)‘concernant le problame de Dirichlet. Dirichlet avait introduit
l'intégrale qui porte son nom pour dtudier 1'unicite de la distribution dé.
charges ayant un potentiel éleétrostatique donné. Riemann avait montré que la
solution de la recherche d'une fonction harmonique dans uﬁ domaine donné ayaﬁt
des vaieurs prescrites sur le bord, revient a minimiser'l'intégrale de
Dirichlet sur 1l'ensemble des fonctions dérivables et continues jusqu'au bord.
Weierstrass objecta que 1'existence de la fonction ﬁinimisante n'était en rien.
préuvée. De féit, Hadamard en 1906; grgce aux séfies lacunaires qu'il venait

) . .
de decouvrir, prouvait l'existence de fonction continue sur le bord d'un

. - J '
disque n'ayant pas de prolongement a 1'interieur tel que 1l'integrale de

Dirichlet ne devint pas infinie. De plus, on savait bien en électrostatique

’ " .
que les charges sont attirees par les rugosites du bord ("le pouvoir des

‘pointes”). Lebesgue reprendra cette idée au debut du vingtisme siecle pour

" ) . : " . . \
contruire "l'epine de Lebesgue”, montrant ainsi que le probleme n'a pas de

) o -
solution & cause de points irreguliers du bord. Le probleme de Dirichlet fut

) o ) . R L) ..
resolu par la methode des equations integrales et cette critique de

Weierstrass — si elle ralentit jusqu'£ Hilbert le développement‘du calcul des
variations dans cette direction - n'en permit fas moins le développement
d'autres techniques en théorie du potentiei.

En 1897, Arzela reprit 1'etude du probléme de Dirichlet. Il utilisa‘le
tout nouveau théoféﬁe d'Ascoli pour prouver qu'il existe une solﬁtion minimale
dans la famille de fonctions qui prennent sur. le bord du domaine les valeurs
prescrites et qui ont leurs deriveées troisiémesuniformémeﬁtvbornées.

Toutefois il se rendit compte‘qu'il ne savait pas prouver que cette fonction
minimale Vérifiait la condition d'Euler-Lagrange. Cétte méthode de

restreindre la famille de fonctions dans laquelle on va chercher une fonction
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minimisante a été le point de départ de nombreux résultats dans le domaiﬁe des
équations aux dé}ivées partielles (Leﬁy en 1928) et dans les inéquations
variationnéiles. I1 n;est peut—étre pés inutile de signaler que le theoreme
d'Ascoli utilisé par Arzela met en oeuvre dans sa démonstration le procédé
. diagonal que Cantor avait découvert daﬁs sesirecherches sur les ensembles de
nombres.

Weierstrass tout au long de ses lecons de l'Université de Berlin g'partir
de 1860 reprit les résqltaﬁs de ses predéhesseurs les étendit au cas de
courbes données paramétriquement pour les applications géométriques,faisant
disparaitre ainsi des restrictions artificielles qui existaient dans la
méthode précgdente. I1 ajoute g-la premiéfe condition d'Euler-Lagrange, ala
deuxiéﬁe de Legendre, a la troisi;ﬁe de Jacobi sur les points conjuguég, une
quatriéﬁe condition qui, avec les précédentes donne un systéhe necessaire et
suffisant pour 1l'existence d'un extremum. C'est la premiéfe solution complgte
et historique dénsvle cas simple d'une fonction L(x,y,y'). Il développe ile
calcul d'Euler et introduit la notion féconde de champ d'extrémales; une
extrémale est une courbe passant par un point donné et qui satisfait & la
condition d'Euler-Lagrange. On voit apparaitre le dessin qui reste

fondamental dans le calcul de variations:

-7 5--

)
et il etudie la difference pour h petit

X
. » . 1 _
AT = I() - (I +3(®) = -h f € (x,y,p,p) + e(h)
. : ) X2 '

N L =
ou e(h) tend vers 0 avec h et ou

: g(x,y,p,i;) = L(x,y,p) - L(x,¥,P) - (5-13)% (%,,P)

"fonction g qui porte son nom {(1879).

Zermelofinterpréte la condition de Legendre comme une condiﬁion de
convexité‘de %; par rapport a p et Schwarz en 1899 etend le résultat de
Weierstrassvde la facon suivante: si 1l'extremale Y peut &tre entoure d'un

champ d'extrgmales, la variation AJ = J(;) - J(y) pour toute courbe Y

entigiement contenue dans le champ vaut
Xy B
J %(x,Y,p,Y')
%0

o ~
ou p est la pente de la tangente en x, de 1'unique extremale passant par
- 2
ce point. Il faut se rendre compte que jusqu'a Weierstrass les mathematiciens
. a7 . ~ . . .
tout d'abord consideraient que les problemes avaient toujours une solution et
. ) - s s . . . 4
ensuite que résoudre un probleme consistait en la détermination explicite au
>
moyen d'une formule d'une solution. On voit la revolution dans les
L) b ’ | S,
mentalites que ce probleme a pu provoquer par l'analyse a priori des

conditions portant sur une telle solution.
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D'autre part nail aussi le probléﬁe de 1la régularité des fonctions: une
fonction continue est-elle dérivable? Weierstrass qui utilisait dans ses
démonstrations deé fonctions développables en série entieres se pose le
probléﬁe et montre par un exemple que la derivabilité ne découle pas
nécessairement de la continuité. Si cet exemple parut monstrueux 4 son
époque, les mathematiciens d'aujourd'hui ont un exemple "“plus naturel™ de ce
phénoméne avec le mouvement brownien, modele mathématique des trajectoires
aléatoires des particules'de pollen que le botaniste Brown observait dans un
récipient contenant un liquide.

Jusqu'en 1900, le calcul des variations allait marquer une pause: des
géomgtres comme Kneser et Darboux s'en emparaient pour 1l'adapter aux problgﬁes
de surféces. En particulier, le premier d'entre eux est la determination de
la plus courte distance entre deux points d'une surface donnee. Pour le plan,
c'est une ligne droite; pour une sphéfe c'est un grand cercle qui passe par
ces deux points. Kneser considerait non plus comme Weierstrass des extremales

issues d'un point fixe mais une famille quelconque de telles courbes. Cela

J
lui permettait d'obtenir ce que 1l'on appelle aujourd'hui les coordonnees

Surface

Plan
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. ) . . .. 2 )
gdodesiques d'un point d'une surface: un point d'une surface est ainsi repére
. “ ) ., ) s
comme dans le systeéme cartesien du plan par deux coordonnées, les numéros des
deux courbes qui se coupent en ce point (1'analogue des deux droites
q P P g

- P4
paralléles aux axes de coordonnees). L'une des courbes (u par exemple) est

4 ) . ‘ . . . zi
une geodesique et les courbes v sont perpendiculaires en chaque point d'une
: : . L 2. . . ' .
courbe  u . Ceci se fait evidemment au voisinage d'un point: un tel

[ :
parametrage n'est pas toujours possible globalement sur la surface. Kneser

) ) . VA . .
retrouve en le generalisant le theoreme de Weierstrass sur la suffisance des
.. ) ) v /I.l
quatre conditions enoncees plus haut. C'est cette approche geometrique
I . ~ ) ), RS
qu'Hilbert reprenait pour donner sa tres elegante demonstration du theoreme de
~ R ~

Weierstrass au congres international des mathematiciens a Paris en 1900. I1

. . ../
considerait 1'integrale

b , oF ..
J* = J [F(P,Y’X) + (Y - P) g] dx
a

et il cherchait comment choisir p pour que J* ne depende plus de la
fonction y . Il trouvait une équation différentielle équivalente a celle
d'Euler-Lagrange et retrouvait ainsi la fonction Z; de Weiersfrass en
quelques lignes.

Nous nous sommes interesses au problghe des courbes qui est le plus
simple; il faut comprendre que parallelement et,dés 1760,avec Lagrange se
posaient les problémes de surfacés minimales. Par exemple, etant donnés deux
cercles coaxiaux, trouver la surface d'aire minimum qui s'appuie suf ces deux
cercles; probléﬁe aussi vieux que celui de la courbe brachistochrone et dont
la solution est donnée par une caténoide, la courbe méridienne est une

chainette ("cosinus hyperbolique™) appelée ainsi car tout fil pesant tenu par

~ ., ) 4 . ‘ v J .
ses extremites decrit un telle courbe. Lagrange se contente d'écrire les

!
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conditions que doivent satisfaire les surfaces d'airelminimale s'appuyant sur
un contour donné. En particulier elle doivent vérifier des équations
différentielles. Meusnier, en 1776, dtudie ces_éﬁuations et, en retrouvant le
pbint de vue d'Euler sur l'approximation locale d'une surface par un arc de
cercle pivotant autout d'un axe, donne une interprétation géometrique: la
somme des rayons de courbure principaux correspondant aux extrema des rayons
des cercles précédents doit &tre nulle. I1 trouve deux surfaces minimales:la
catenoide et l'hélicoide: ce seront les seules connues jusqu'en 1830.

On va s'occuper de simplifier les équations de Lagrange: Monge en 1784
trouve des changements de variables qui les met sous une forme plus agréable;
Legendre en 1787 puis Ampére en 1820 mettent au point ses démonstrations.
Scherk, en 1834, déduit des équations de Monge des exemples nouveaux de
surfaces minimales, c'est-a-dire solutions des équations de Lagrange, mais on
ne sait pas si elles sont d'aire minimale! 1I1 cherche toutes les surfaces

minimales engendrées par une droite variable et montre qu'il n'y a que

hélicoide.
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Bonnet en 1853 introduit un nouveau systéme de repérage sur les surfaces:
les coordonnées isothermes. C'est ce systéme qui a permis les travaux de
Darboux et de Weierstrass: les fonctions qui interviennent dans le probléme
sont analytiques donc tres réguligres. en 1866, Weierstrass établit le lien
entre surfaces minimales et les fonctions de la variable complexe dont les

- elve _ -, ' . o
methodes allaientVtreés efficaces pour la réesolution de ces problemes. Lie,des
1864}simplifie encore les équations de Monge et en 1878 donne des modes de
générations des surfaces minimales 5’partir de courbes minimales. Le milieu
d'un segment s'appuyant sur ces courbes décrit une surface minimale la plus
générale définie par les équations de Monge. On sait que les équations
différentielles qui proviennent de ces recherches sont invariantes par des
familles de changements de variables; ces familles ont une structure de
groupe: ces groupes appelés: “de Lie" ont &te d'une fécondité prodigieuse en
mathématique; leur étude infinitésimale a donné naissance aux algEbres de Lie
que 1l'on étudie maintenant d'un point de vue purement algébrique.

Schwarz a continue le travail de Weierstrass et prouvé en particulier que
toute droite tracde sur une surface minimale est un axe de symétrie. Mais
c'est surtout au sujet du probléhe de Plateau qu'il s'illustra: le probléﬁe
d'aire minima posé par Lagrange avait 4té resolu expérimentalement par
l'ingénieur belge Plateau; il plongeait le contour donné dans une dissolution
de liquide glycérique et le film de savon donnait la solution!

Riemann, Weierstras et.Schwarz apporteront la contribution essentielle du
19¢ siecle a ce probléme.,vL'écrit posthume de Riemann en 1867 étudie le cas
oU la courbe est formée de segments de droites; ses résultats sont a 1'époque
les plus complets et les plus généraux; ile étaient relids au célebre théoreme
de la représéntation conforme qu'il avait découvert, théoréme relatif 5 la

transformation d'un domaine plan sur un autre par des fonctions analytiques.
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Weiersﬁrasé a la méme époque annongait des résultats analogues sans
donner de démonstrétiéns. Schwarz en 1871 étudiait le cas d'un quadrilatére
gauche en utilisant 1la représentation conforme. Deux études paralleles se
développaient: celles des surfaces verifiant les conditions de Meusnier qui
sont minimales &ans un sens faible et celles qui vérifient effectivement 1la
condition de’Plateau.' On savait qu'il existait des surfaces minimales‘qui ne

sont pas d'aire minimum; par exemple, la surface d'Enneper d'equations

3
X =u+ uV2 - &
3
3
y=-v-uv-+ 3
2 2
z=u -V

D'autre part, il était connu;que la solution au problghe de Plateau n;était
pas unique.. C'est cette notion d'aire qui allait au debut du 20® siecle
donner naissance a 1'outil puissant qu'est 1'intégrale de Lebesgue. De méme
que l'on approche une ligne éourbé par uneligne polygonale, on peut essayer
d'approcher une surface par des polygdres inscrits dont 1l'aire convergera
vers 1'aire de la surface. Schwarz avait donné 1'exemple d'une é;proximatioﬁ
d'une portion de cylindre circulaire par deux découpages poly&draux dont les
1imite$ d'aire donnaient deux résultats complétement différents! C'est
Lebesgue, en 1902 dans sa these intitulée "Intégrale, longueur, aire", qui
donnait une definition devant pallier 1'inconvénient précédent: 1l'aire est la
plus petite valeur des limites possibles pour les approximations par des
polyédres; On sait quel prodigieux outil Lebesgue allait forger par la mise
au point de l‘intégrale qui porte son nom; les retombées pour le probléme qui

nous occupe apparurent plus tard.
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Mais le Hongroié Goecze donnait 1l'exemple d'une sﬁrface passant par tous

‘ < )
les points d'un cube et ayant une surface nulle! Le probleme etait maintenant

topologique: il ¢oncernait la notion de convergence d'une surface- vers une

autre. Fréchet en 1906 dtudiait ce probléﬁe et permettait le départ de la
notion d'espace métrique en topolégie moderne. Pourtant les surfaces d'aire
finie pouvaieﬁt Rtre pathologique; Sacks donnait 1'exemple d'une surface
d'aire finie n'ayant de plan tangent en aucun poinC. Dans les années 20, Haar
puis Rado généralisent les méthodes de dimension 1Imontrent qu'une surface
d'aire miﬁimum gt minimale et prouvent des réspltats d'existence au problgme
de Plategu sous certaines conditions de regularités.

Garnier.en 1928 reprend le programme.élaboré par Weierstrass et surtout
Darboux et étudierle cas o; la surface minimale estvbornée par un polygone.
Il est amend 5'considérer des équations différentielles ayant un groupe de
monodromie donné, c'est-a~-dire, étudier le prolongement des solutions en des
points singuliers. Ceci réso:t un délicat probléﬁe posé par Riemann et par
voie de conséquence le cas de surfaces a bords polygonaux non croisés.

Douglas a la méme période reprend ces idées et développe 1'idée
d'approximation du probléhe de Plateau. Son résultat fondamental est le
suivant: si on péut'résoudre le problgme de Plateau pour une suite d'arecs qui
convergent vers un arc donné alors les solutions convergent vers la solution
de Plateau. Ceci—lﬁi perm;t ainsi qu'E:Rado de donner des methodes
constrqctive de minimum.

Lors de sa longue intervention au congres international des
mathématiciens en 1900, Hilbert avait tracé le bilan et les perspectives de
toute la Mathématique 4 1'aube du vingtieme siecle sous la forme d'énonces de

. , ~ . . s s ) '
vingt-trois problemes qui devaient relancer l'activité des chercheurs. La

) . A . /) .
demonstration du theoreme de Weierstrass que nous evoquions plus haut,
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constituait le corps du vingt—troisiéme probiéme qu'Hilbgrt avait intitulé
"Extension des méthodes du calcul des variétions"; il concluait donc sa
conférehce par le sujet qui lui semblait étre un des plus fondamentaux. Il
déplorait qde peu de mathématiciens 1'appreciassent a sa juste valeur. 11
faut dire que cette branche des mathématiques,était restée tres fermée: le
premier livre sur le sujet venait de paraﬁtre en 1900, c'etait celui de
Kneser.

Ce n'est pas seulement le vingt—troisiéﬁe probléﬁe mais aussi les
dix-neuvieme et vingtiéﬁe qhe Hilbert relie au calcul des variations. Dans le
dix;neuviéme problgme, Hilbert - qui venait de résoudre complétement le
probléﬁe de Dirichlet mentionne plus haut - soulevait la question de savoir si
les.solutions d'une équation aux dérivées partielles, & coefficients
développables en serie de Taylor, qui est elliptique (ceci correspond a la
variation secondede Legendre) a toujours des solutions qui ont la meme
régularité. Ce probléme de_régularité et celui de 1l'existence de solutions
sont fondamentaux dans 1'étude des probléﬁes variationnels; Le vingtiéhe
ajoutait des congtraintes en imposant que la solution satisfasse des
conditions prescrites au bord d'un domaine donné.

La question de la régularité a été abordee par Bernstein dans sa these eﬁ
1904. TI1 prouve que si la solution du problgme de Dirichlet est trois fois
continument différentiable, el}e est en fait analytique, c'est-a'tdire
développable en série entiere et donc en particulier indéfiniment
diffé;entiable. Puis Lichtenstein en 1912 reduit l'hypothéée a deux fois
continﬁment dérivable, Hopf en 1929 a une fois avec une des conditions de
Holder portant sur les derivées partielles. Enfin Morrey, en utilisant des
espaces de fonctions introduits par Sobolev, donnait une reponse au probléme

, .
pose par Hilbert (1968). La recherche de régularité des solutions est

? . / . . N ')
necessaire: le mathématicien construit en general ce que 1l'on appelle des
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. : / . '
solutions faibles, des solutions non pas de 1l'equation car elles ne sont pas
“I [ /A.) . » . :
assez regulieres pour parler de leur derivee, mais d'une equation obtenue en

. ’ ~ ’ ™ B
faisant un "produit"” avec certaines fonctions tres regulieres sur lesquelles
) v . SPEATEE JUNE ' ?
par un phenomene de bascule on fait porter les derivees. C'est 1l'ecole
’ - : . .
italienne qui s'est illustree dans ce probleme avec de Giorgi et Miranda; en
’ . . ', . L"
1958, de Giorgi prouve qu'une solution faible d'equation elliptique a
A : ) . " . " .
coefficients meme discontinus est necessairement "presque continue", continue
\ ) . ' ]
au sens de Holder. Ces resultats furent le point de depart des etudes de
Ladyzenskaya et Ural'tseva en Russie et Morrey aux U.S.A.. L'étude du cas des
-~ J 4 . .
systemes est encore ouverte malgre des resultats positifs de Morrey, Giusti,
Miranda et le contre-exemple de de Giorgi (1969).
. [ > .
Le probleme d'existence fut le second probleme aborde par Bernstein dans
) - e ’ .
une serie d'articles de 1906 a 1912, La difficulte de comprehension de ses
) . , . v . .
resultats fut la raison du temps mis a dégager 1'idee sous—jacente: pour
construire une solution, il suffit de connaltre a priori des estimations de la
- ) . wq? " e P
grandeur des ses derivees successives. On "deforme” alors le probleme initial
~ P g
en un probleme plus simple pour lequel une solution est deja connue. Cette
’ " 3 . ] ° ” o 3
methode dite des "estimations a priori” a ete complétement éclaircie par les
travaux de Schauder et Leray dans leur articles commun de 1934. Comme le
probleme est lineaire, on cherche une solution a Su = 0 par la construction
d'un point fixe. Tu =u aveec Tu = Su - u = (S - I)u . Ces deux auteurs
~ )y o~ e
prouverent qu'un theoreme de point fixe existe dans ces conditions tres
,’ 3 . e . . .
generales pourvu que l'on connaisse des estimations a priori du type de celles
de Bernstein. La construction d'une solution u se fait alors par
approximations successives: up4] est construite a partir de uy par

up41] = Tup » La methode montre de plus que si la solution n'est pas unique le
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proceseusv (up) ne peut converger vers un point fixe. SignalenS'au passage
que ces estimations a priori font plus partie "d'un art que d'une methode"
pour 1'étude des equations,non linéaires (Bombieri). Les théoremes de point
fixe apﬁaraissent comme des théoremes de nature topologique dont un des plus
fameux et celui de Brouwer; #toute applicetion continee de la boule unité d'un
espace a n dimension dans elle-meme a un point fixe" (une visualisation
.possible en dimension deux pourraiﬁ etre celle—ci:.soit‘uﬁe table ronde
recouverte par une nappe de meme diamEfre, on chiffonne et on platit les plis
de la nappe que 1l'on repoee sur la table; un point de la nappe sera exaetement
a la place qu'il occupait avant la manipulation). Ces théorEmes de point fixe
ont été en outre un des moteurs de l'analyse convexe qui envahit maintenant
1'économie.

L'étude de la classe des fonctions dans laquelle peuvait se trouver la
solution du problEﬁe de Dirichlet fut aussi tres feconde pour l'analyee
contemporaine. . Levi, Fubini, Haar et Lebesgue s'interessefent au proprietés
nécessaires de telles fonctions; Lebesgue observa qu'elles ont des proprietes
de maxima analogues aux proprietes des fonctions analytiques de Cauchy et
Weierstrass. Sur un compact (ensemble férme et borﬁé) elles atteignent leur
maximum sur le bord et jamais Erl'interieur sauf si elles sont constantes. La

a "

methode dite des barrieres utilise cette remarque: on coupe les foncfions en
les remplagqnt par une constante de telle sorte que les valeurs au bord soient
‘conservées; l'integrale de Dirichlet diminue alors.

Le développement de ce que 1'on a appele "les methodes directes™ pour
l'étude de 1l'existence fut tout d'abord dlabore par Tonelli (1921) dans ses
“Fondamenti del calcolo delle variazioni". On cherche ;—prouver d'abord que

) : .
. . > NPT e i .
1'integrale considerée a une borne inférieure finie; puis qu'elle est

. , e o). . ) v
semi-continue inferieurement pour une topologie adequate (c'est-a-dire qu'elle
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ne peut pas varier trop brutalement vers le bas) enfin qu'il existe une suite
de fonctions admissibles qui convergent dans cette classe vers une solution.
u »
Tonelli mit en &vidence ce que 1l'on appelle absolue continuite
D Lo . “ . .2 ) . I
(propriete reliee au classique probleme de la liaison integrale derivee) pour
: 3
des fonctions de deux variables. Les conditions de Tonelli etaient drastiques
' i ‘ .
et ce fut Morrey (1940) qui mit en evidence le role joue par les espaces de
Sobolev. Ces espaces sont fondamentaux depuis qu'on les a mis en relation
) - (-
avec la theorie des distributions de Gelfand et L. Schwartz. On considere des
?
fonctions definies seulement presque partout — sauf sur un ensemble
. )
exceptionnel que 1l'on peut mettre dans une reunion de boftes dont la somme des
~ l }‘l 2 .
diametres est arbitrairement petite - et dont les "derivees" existent - mais
. ) ) : . ' 2/ 's / eq o, ?
au sens faible evoque plus haut - et ont des proprietes d'integrabilite. La
J )
regularite de ces fonctions est obtenue par le lemme de Sobolev: si elles sont
/
suffisamment faiblement derivables alors elles sont continues si on les
) ]
modifie sur un ensemble de mesure nulle. Ce sont les inegalltés de Sobolev
qui sont au centre de cette etude. Elles ont permis ainsi a Moser de prouver
un principe de Harnack pour les equations elliptiques: le maximum d'une
7 ) J
solution d'une -equation elliptique est controle par son minimum multiplie par
/] -~ ~ ..
une constante qui ne depend que dé& domaine ou l'on opere et des coefficients
/ .
de 1l'equation.

) ) ) N A
L'etude du probleme de Plateau par Bombieri, Serrin, de Giorgi met en

2. .2 . .
-‘evidence le role de la convexite du bord pour l'existence de solutions,

PR ) - - .
surfaces minimales. L'etude est tres complexe et n'a pas regu a ce jour de
. N N
solution complete. Ces problemes apparaissent comme des pierres de touche
.o i . N .
pour l'analyste contemporain quand il souhaite eprouver la puissance des

outils qu'il forge.
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Le calcul des variations s'est étendu dans le domaine fonctionnel par les
études‘sur les inégalitfés variationnelles auxquelles sont attaches les noms
de Stampacchia, Lions, Duvaut: on se donne un espace X normg complet ("de
Banach"), son dual X' et une application continue A de X vers X' ; on
pose la dualité de X ravec X' et on dit que u satisfait une inegalité
variafionnelle st u ést dans un convexe K de X et si <Au,v-u> 2 0 pour
tout v de K . En général, K est uﬁe famille de fonctions minorées par
une‘fonction donnée, X un esﬁace de fonctions de Sobolev. Les probléhes de
régﬁlarité et leur extension en ‘dimension n font 1'objet d'une analyse trgs
active.

Un autre aspect fonctionnel qui se développe actuellement est l'étude des
opérateurs "ﬁonotones" qui sont a valeurs multiples. Ceci est relié a la
programmation convexe dont un des promoteurs fut Hadamard, et des théoréﬁes
dits de min-max. Enfin la théorie du contrgle optimalg est reliée a ces
problémes et a été une source d'un formidable développement dé lé technologie
(physique nucleaire, électronique,satellites, fusées ..,). On peut essayer de
décrire un controle optimai comme la recherche de la minimisation d'un cout
sur un certain sous—ensemble S d'un espace produit XxU ou X decrit
1'état du systghe et U les controles agissant sur lui. De plus, le couple
(x,u) doit satisfaire des équations F(x,u) = w d; F va de XxU dans un
espace W , w est fixe et X est 1'ensemble des couples (x,u) tels que

F(x,u) = w .
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Nous terminerons ce tour d'horizon contemporain par les travaux de
Marston Morse. Ses recherches prirent racine dans le calcul des variations:
/ - Lo . NP L~
en etudiant les points critiques d'une fonction, c'est—a—-dire les points ou
. ! . . . N
s'annule la dérivee de cette fonction, il montrait dans un lemme celebre que
' . . )21y o
le comportement de f en un point critique non degenere est celui d'une forme
)
quadratique qui est classifiee par sa signature (le nombre de signes + qui
apparaissent dans x12 + ... t+ sz - xp+12 = eee xnz ). Cette approche lui
/
permettait en etudiant certaines fonctions sur des surfaces d'en deduire des
. .-/) . 4 S o>
proprietes topologiques. Cette approche transposee au calcul des variations
) ’ - 7 ..
donnait de profonds resultats geometriques des 1934: 1'etude de la variation
. - ./ - . ’ J .
premiere associée au probleme de la plus courte distance - geodesique. - sur
7 .27 . .
une surface (plus géneralement sur ce que l'on appelle une variete) permettait
4 2
de prouver que si deux points donnes P et Q mne sont conjugues le long
VA ) [
d'aucune geodesique, l'espace de dimension infinie des courbes joignant P a
Q a 1€ méme type d'homotopie qu'un complexe simpliciﬂal, c'est—a—-dire un
. A . ’ ) ) . . )
espace qué peut etre triangule, decompose en simplexes de differentes
dimensions (un segment en dimension 1, un triangle en dimension 2, un
7 A\ o ~
tetraedre en dimension 3 ...). De plus, cet espace possede une cellule de
4 J .
dimension d pour toute geodesique d'indice d joignant P a Q . Ces

) ‘ 4 — TR
resultats ont eu des consequences pour l'existence globale de geodesique sur

) >}
des varietes riemannienne (analogues en dimension n de nos surfaces et
. ) 7 1)
munies d'une distance) et sur 1l'etude de la periodicite des groupes
d'homotopie (Bott 1957) qui permettent la classification topologique des
7 )

s 2 [
varietes (on ne sait d'ailleurs pas les calculer en general; le probleme est

ouvert pour la sphere pour n. quelconque).
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On voit quelle richesse d'inventions a suivi la genese du calcul des
Y )
variations, quel ferment il a éte dans 1'analyse mathematique. Nous n'avons
) : . . A 7/ ‘ [ A~ .,
pas ete exhaustif, laissant de cote les prolongements geometriques dus a Elie
) 2
Cartan par l'introduction du calcul differentiel sur les varietes et
) ~ ) :
mecaniques, comme le probleme des trois corps se mouvant les uns par rapport
. r . / 2
aux autres/qui intéressa Henri Poincare. Les limites de ce calcul sont
’ . : \ . e /
claires si les mathématiciens ont construit un outil tres sophistique, des
L 3 \)- 3
problemes comme celui de Plateau continuent a resister. La Physique
. . . .
interpelle le mathematicien; soyons surs que le calcul des variationms

-~ . ) -
continuera a se developper pour repondre a cette attente.
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