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Si Husserl est un philosophe mondialement connu comme fondateur de la 

"Ph~nomènologie", il est moins s~r que l'on sache qu'il fut d'abord un 

mathématicien. Né en 1859, en Autriche-Hougue, de parents juifs, il suit, 

apres des études secondaires banales, les cours de l'Universit~ de Leipzig 

puis de Berlin (1876 a 1878). Dans cette dernière ville, il a comme 

principaux Professeurs Kronecker, père de l'algèbre moderne, et Weierstrass, 

, , e ' dernier geant de la mathematique du 19 siecle. En mars 1881, il retourne à 

Vienne pour finir la thèse sous la direction de Konigsberger et la soutient le 

29 novembre 1882. En 1883, il retourne à Berlin comme assistant de 

Weierstrass. Son attirance pour la philosophie le ramène à Vienne pour suivre 

les cours de Brentano (1884). C'est à cette ~poque qu'il se convertit au 

Christianisme. Il obtient à Halle-Vittenberg son Habilitationschrift sur le 

concept de nombre "Uber den Begrift der Zahlen Psychologische Analysen". 

Nomme professeur ~ Halle puis à Gottingen, il devient titulaire à 

Fribourg en Brisgau où il écrira l'essentiel de son oeuvre philosophique. Il 

meurt en 1938 et son successeur à Fribourg n'est autre que Martin Heidegger 

dont l'influence sur la philosophie contemporaine est considérable. 

Le bouillonnement d 1 id~es autour de Kronecker, Weierstrass et Cantor, les 

remises en question radicales dues à la d~couverte d'outils mathématiques 

puissants ont sans doute contribué à l'interrogation d'Husserl. Le pas entre 

la mathématique et la philosophie est aisement franchi pour qui s'interroge 

sur les fondements. 

J'ai tenté, ~ c~té de l'édition du texte de la thèse mathématique 

d'Husserl, de montrer combien le calcul des variations avait été fécond en 

mathématique depuis les origines. Notre philosophe a donc fait un travail 
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, , 
dans le domaine central des decouvertes mathematiques de la fin du 19e siecle 

et du d~but du zoe siecle. Il serait intéressant d'étudier l'influence que 

cette thèse a eue sur la pensée philosophique de son auteur. 

~ ..... '" , 
C'est grace a Marcel Francois, Professeur a l'Universite de Nanterre et 

responsable aux c~t~s de Paul Ricoeur du séminaire de Phénom~nologie de Paris 

" " , 'L . -que la these de Husserl a pu etre trouveea ouvaJ.n et ainsi mi.se a la 

disposition du public. Qu'il trouve ici l'expression de ma reconnaissance. 

Je remercie le Doyen Dieudonné et mes collègues FrancoisAribaud et Pierre 

Dugac pour les suggestions et aides qu'ils m'ontapport~es lors de la rèdaction 

de ce travail sur le calcul des variations. 

Mademoiselle Devouard s'est acquitt~e de la lourde t~che de traduction du 

manuscrit. Qu'elle soit remerciée pour ce travail ingrat qu'elle accepta de 

faire gracieusement lorsqu'elle ~tait jeune normalienne agr~g~e. 

A ~ ~ 

Enfin, c'est grace a mes collegues canadiens, Peter Greiner et Paulo 

1 1 1 
Ribenboim que ce texte est edite. Sans leur amitie et leur aide le manuscrit 

' serait encore dans un placard a attendre une publication. 

J. VAUTHIER 
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Pr~sentation de la thèse d'E. Husserl 

Husserl et Weierstrass. 

E. Husserl avait donc fini ses ètudes secondaires et r~ussi les examens 

correspondants le 30 juin 1876 ~ Olomuc en Boheme. Il est ensuite étudiant an 

an et demi à Leipzig (1877-1878) puis arrive à Berlin des l'été 1878. Il suit 

alors les cours de Weierstrass comme le prouvent les cours st~nographique pris 

de sa main (Archives de Louvain): 

- Einleitung in die Theorie der elliptischen Funktionen Vorlesungen von 

Carl Weierstrass zu Berlin (1878-79). 

- Vorlesungen uber die Variationsrechnung von Carl Weierstrass. Berlin 

im Sommersemester 1879. 

- Professor Carl Weierstrass: Theorie der analytischen Funktionen 

(1880-81). 

Ces cours furent mis à la disposition des èditeurs des Opera omnia de 

Weierstrass par Husserl lui-m~me et il apparait comme l'un des auditeurs 

officiels des cours du grand mathématicien. 

..... / , " Des l'ete 81, il part pour Vienne ou il reste jusqu'en mai 1882, 

J / ~ 
assistant au seminaire de Leo Koenigsberger, un autre eleve de Weierstrass. 

... . .... 
Il revient a Vienne a l'automne pour soutenir sa thèse- n'oublions pas qu'il 

était citoyen de l'Autriche-Hongrie par sa naissance. Le 2 octobre 1882, le 

doyen de l'Université', Budiger, nomme Koenigsberger et Weyr comme premier et 

second rapporteur. Il soutient sa th~se le 29 novembre 1882 et Weierstrass 

le prend comme assistant ~Berlin durant le semestre d'ètè 83. Mais il 

' ' 1 retourne a Vienne aupres de Brentano pour poursuivre ses etudes de 

philosophie •. Ceci débouche sur son Habilitationschrift avec une ~tude sur le 

concept de nombre (1886-87). Il passe brillamment ( "ruhmlich") son Rigorosum 

dont l'examineur en math~matique n'était autre que Georg Cantor, un autre 

disciple de Weierstrass! 
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On peut donc rais<;mna.blemenJ;: penser que c'est pour des questions 

géographiques qu'Husserl alla passer sa these à Vienne. La valeur de celle-ci 

fut reconnue par Weierstrass qui l'appelait comme assistant sit~t la 

soutenance acquise. Mais la philosophie fut plus forte que la math~matique: 

la chance de la phénomènologie -comme on l'a écrit -est certainement 

qu'Husserl n'ait pas d'abord èté philsophe mais mathématicien. 

Rèsum~ de la thèse math~matique. 

L'impression la plus forte qui se dégage de la lecture de la thèse est la 

maturation du problème par Husserl qui donne ses démonstrations personnelles 

1 1 J 
du resultats.de la theorie. Il a accompli là un enorme travail de mise au 

point de l'acquis mathematiqu~ sur le sujet. "' , Nous renvoyons a la presentation 

historique pour bien comprendre la développement qui suit. 

L 1 ' es numeros sont ceux des pages de la these. 

1. Remarques sur le probleme le plus simple dans la theorie generale du calcul 

des variations. 

1 ~ 10: transformation de la deuxième variation suivant la m~thode de 

Lagrange (Th~orie des fonctions analytiques p.205 Prairial An V). 

E ' d' 1 '- . nonce un premier theoreme (Lagrange): 

"Sous r~serve de solution born~e pour l',quation 

la condition 
1 

est necessaire et 

suffisante." 
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11 à 12: Exemple d'annulation de la deuxième variation. En fait, 

il est impossible, si la fonction N/2P est continue sur 

[xo,xlJ de choisir w solution de z' + (N/2P)z = 0 avec 

w (x0) ou w (xl) nul, sauf si w est identiquement nulle. 

12 ~ 14: Il retrouve la transformation de Jacobi et l'~quation 

correspondantilo avec toutefois un cercle vicieux car N/2P 

dèpend de \! par 1 'expression 3, 1T de \! par 1 'equation 11 

et on choisit \! fonction de 1T par 12. 

15 à 18: Le thèorème fondamental de Jacobi sur les solutions de son 

~quation est obtenu par une m~thode de petitesperturbations. 

Husserl donne une preuve plus simple que celles de Clebsch et 

Mayer. (On sait maintenant qu'une simple derivation donne la 

résultat). 

19 à 21: Mise en évidence des points conjugu~s et fin des rèsultats de 

Jacobi: au delà d'un point conjugué il n'y a plus d'extrema·. 

II. Sur la d~duction des critères à partir de la transformation de la deuxième 

variation par Clebsch et Jacobi. 

22 à 25: Utilisation des multiplicateurs de Lagrange pour l'expression de 

' 1 1 la deuxieme variation dans le cas general. 

26 ~ 28: La transformation lin~aire de Clebsch (Journal de Crelle n° 55, 

1 • 1 
p.335-355, 1858) et la reduct1on de l'etude de signe de la 

seconde variation à celle d'une forme quadratique sur un 

sous-espace. 

28 à 42: Etude de la relation entre les z~ros du déterminant de Clebsch 

et les points conjugués. Il a ici une approche distincte et 

plus générale que celle de Mayer (Journal de Crelle n° 69, 

p.250-1868). 

r 
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III. De la limite pour 1 'existence d'un extremum. 

45 à 66: Husserl ètudie le cas d'un seul point conjugue x' 
... 
a xo 

sur le segment [xo,x1] par la m~thode de Weierstrass. Ce 

1 1 

n'est pas celle qui est developpee dans Erdmann (Zeitschrift 

•• fur Mathematik und Physik, Vol. 23, p.367, 1878). 

C'est incontestablement la meilleure partie de la thèse, 

en particulier l'utilisation du wronskien pour l'annulation de 

Les Propr~e'te's de re'gula· r1"te's ... des fonctions. ne sont pas encore le 

' 1 probleme de l'ecole de Weierstrass: la fonction f est sans doute analytique 

r~elle (cf. p.l6 le d~veloppement en serie). La seule allusion~ une 

1 , 

quelconque regularite se trouve au n° 53: "f est differentiable car elle ne 

cesse de se transformer". Le continu et la continuité allaient ~tre mis ; 

jour par Cantor et par l'exemple de fonction continue sans d~rivée par 

Weierstrass. La probl~matique aristot~licienne du continu ressurgissait; 

n'allait elle pas de facon concomittante apparaître dans les oeuvres du 

philosophe Husserl? 
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CONTRIBUTIONS A LA THEORIE 

DU 

CALCUL DES VARIATIONS 

par 

Edmund Husserl 

(Thèse de Doctorat d'Universit~ 1882) 

- , 1 1 7 ~ 1 ; ((cf. 1' index des theses presentees et acceptees depuis 18 2 a a Faculte de 

Philosophie de l'UniversitJ de Vienne. 

Edité par les services du Doyen de la Faculté de Philosophie de l'Université 

de Vienne, Tome III, Math~matiques, N° 14, Vienne 1936, p.2: 

"Edmund Husserl: Contributions à la théorie du calcul des variations. Hl882 

PN 268" 

(Explication des abréviations: H: manuscrit 

1882: date ;. laquelle la thèse fut accept~e 

PN ••• : Procès-verbal des soutenances de 

thèses NO ••• 

A cot~ du titre se trouvent le sigle et deux cachets de l'Université de Vienne 

(l'un de service du Doyen, l'autre de la bibliotheque universitaire de 

Vienne). Au-dessus, en haut ~ droite, on trouve ceci, ècrit de la main du 

doyen de l'époque, Monsieur Budinger: 

"A Monsieur le Professeur Weyr, comme co-rapporteur (("co-rapporteur" 

correction de "rapporteur")) 

A Monsieur le Conseiller aulique, Pr Konigsberger comme rapporteur 

(("rapporteur" = correytion ce "co-rapporteur")) 

pour leur obligeante appreçiation 

le doyen Budinger)) 

Vienne, le 2 x 82 
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' ; 1 1 1. Remarques sur le probleme le plus simple dans la theorie generale du calcul 

des variations 

Dans le XVIIeme volume du Journal de Crelle(1) se trouve reproduite une 

lettre de Jacobi à Schumacher(2), dont le contenu peut à juste titre être 

considèré comme l'un des travaux le$plus singuliers et les plus géniaux du 

grand maitre. Un probl~me reste jusqu'alors sans solution, devant lequel, 

même dans sa forme la plus particulière, les efforts des plus grands 

math~maticiens, d'un Legendre et d'un Lagrange, avaient,~chou~, parait 

soudainement parfaitement r~solu. En relation avec l'exercice suivant: 

"Trouver parmi toutes les fonctions y , quelles qu'elles soient, 

d'une variable indépendante x , celle qui rend maximale ou minimale 

l'integrale suivante: 

xl 
J f (x, y, y ' , ••• , y ( n) ) dx " 

xo 

la théorie de Euler et Lagrange sur le calcul des variations enseignait que 

seule 1 la fonction y 
1 . ... 

liee a x 
, 

par une equation differentielle du 

deuxième ordre facile à poser, peut apporter une solution. C'est à ce 

r~sultat que conduisit l'observation de la "premi~re variation~ de l'intégrale 

"' proposee. 

(1) Journal de Mathèmatiques Pures et Appliquées, édité par Crelle. 

( 2) On y trouve en fait un "Extrait d'un Ecrit" de Jacobi, s'adressant non pas 

à Schumacher, mais au Professeur Enke. Journal de Grelle 17, p.68, '82. 

C'est manifestement celui dont il s'agit ici. 
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' , ' ~ Mais il restait alors a repondre a la question extremement difficile de 

savoir si pour la fonction ainsi définie, et d~terminée de fa~on univoque à 

l'aide de deux conditions limitatives prescrites dans chacun des deux cas, 

l'int~grale devient un maximum ou un minimum ou aucun des deux. Cela 

conduisit ~ rechercher le signe de la "deuxi~me variation" de l'intégrale 

consid~rée. C'est ~ Legendre que l'on doit l'id~e fructueuse de la 

transformation de la deuxième variation en une forme qui permette de 

reconnaitre immediatement son signe. Il traita le problème le plus simple, 

c'est-~-dire celui qui possède cette particularit~ que la fonction f 

contient sous le signe de l'intégrale simplement la premi~re deriv~e de la 

fonction inconnue 
. , 

y , et, ayant reconnu pour ce probleme la possibilite d'une 

transformation, il en déduisit pr~maturément un critère insuffisant. 

[Lagrange travailla plus en profondeur en exposant que la transformation ne 

pouvait demeurer valable qu'aussi longtemps qu'aucun des termes de 

l'expression trarisform~e ne devenait infini.] Or, pour en décider, il serait 

nécessaire, d'effectuer v~ritablement la transformation. Mais bien que 

Lagrange emprunte la bonne voie, il ne parvient pas cependant à atteindre le 

but vers lequel il tendait. La r~alisation de la transformation pour le 

~ ; , 
probleme le plus simple requiert l'integration d'une certaine equation 

diff~rentielle non linéaire du premier ordre. Tous les efforts de Lagrange 

~ • 1 / pour resoudre celle-cl ont echoue. 
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. ' .. Les choses sont encore plus compl1quees, et de loin, dans le probleme 

, " 
plus general dans lequel la transformation rend nécessaire 1~ résolution de 

~ ,~ 1 ' , ~ ~ 
tout un systeme d equations differentielles. Les resultats de Jacobi evoques 

ci-dessus (ci-dessus abrtgé dans le manuscrit) et contenant les critères les 

plus complets - des critères aussi n~cessaires que suffisants - pour le 

problème général, sont d'autant plus admirables. Or, Jacobi garda par devers 

lui les recherches approfondies qui ont conduit aux r~sultats significatifs, 

et c'est ainsi que les mathématiciens qui ont pris sa succession ont d~ 

surmonter la t~che difficile qui consista à effectuer v~ritablement la 

transformation, à partir des rares indications laissées par le grand maitre, 

et à v~rifier ~ l'aide de celles-ci les r~sultats obtenus. C'est seulement à 

travers les travaux essentiels de Hesse, Clebsch et A. Mayer que la theorie de 

la deuxième variation, tant en ce qui concerne le problème traité par Jacobi 

.. ' ,/ que les problemes les plus generaux du calcul des variations, apparait comme 

parfaitement établie. 

L'on peut considér~ comme le noyau 1 véritable des d~couvertes de Jacobi 

celle de ce fait remarquable que les équations différentielles de la 

1 • , 

transformation sont integrees automatiquement lorsque l'equation 

1 \.. "" ,1 ilk.. 

differentielle du probleme, c'est-a-dire celle dont l'integrale a elle seule 

permet de r~soudre le probl;me pos~, est int~gr~e. C'est la en effet la 

J 1\. 1 1 ~ 
preuve que la transformation pouvait veritablement etre executee pour le 

bl\. J 1 ,. .... 1 

pro erne le plus general en suivant la voie deja exactement tracee par 

Lagrange. 
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' ) 1 

Etant donne l'importance de ces decouvertes, dont l'apparition soudaine 

,. :th.. ' J 
frise presque le merveilleux, il ne serait peut-etre pasYinteressant d'essayer 

J 
de reconstituer le cheminement originel de la pensee de Jacobi. Sans aucun 

doute Jacobi s'attacha au probleme le plus simple, jusqu'alors le seul a avoir 

J J ~ • J 1 ete traite de facon exhaust1ve, et le conduisit vers sa resolution tota e. La 

J ,; .. 1 ; J • 
possibilite d etendre les principes acquis ici a un cas plus general eta1t 

1 J 1 1 • 1 1 1 evidente, quel que soit 1e degre de comp ex1te des ca cu s correspondants 

~ 1 
meme si ceux-ci n'exigeaient plus d'operations transcendantes. 

,. 
Or, il existe une voie extremement facile et naturelle, qui conduit sans 

encombre du point precis oÙ Lagrange dut s'arr~ter jusqu'aux r~sultats de 

Jacobi. L'exposer est le but des remarques suivantes. 

1 
Il nous faut tout d'abord exposer ici brievement la methode de Lagrange 

(Thèorie des fonctions analytiques, Chapitre XII). 

Si on pose l'int~grale 

I 

~ 

x . 

f 1f(x,y,y')dx 
xo 

l'expression pour la deuxieme variation est: 

ou la notation: 

et z = oy J 1 

a ete introduite. 

r· 
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J 
Nous de~omposons maintenant ~2 en deux parties 

~2 = (I) + (II) , 

.. 
dont la premiere doit conserver un signe constant, et dont la deuxieme doit 

J d' . J representer une er1vee exacte. Si M,N,P d~signent pour l'instant des 

1 • fonctions inconnues, nous ecr1vons: 

2) ~2 = z2M + z dz N + (dz )2p 
dx dx 

+ z2(l a2f 
M) +' dz <1 2f N) 2 dy2-- 2 dx<ayay'-

Nous identifions la partie (II) avec ~(l-l+z2v) = df-l, + 2z dzv + 2 2 d'V 
dx dx dx dx 

1 
fl,V representent des fonctions inconnues, et il s'ensuit de par la 

comparaison des coefficients des grandeurs z 

donc: 

dl-l 
dx 

dv 
dx 

0 , c'est-a-dire w 

(ll<f 
2v =-·- - N 

ClyCly' 

const. 

"' ou 

( I) 

(II) 



--, '1 

li: 

ji i 

-.-14-

M 
1 32 f d\! 
- --;:;--z- -

dx 2 3y 

3) N 
32 f 

3y3y' - 2 \) 

p 1 32 f 
= 
2~ 

La substitution de ces expressions en 2) donne: 

4) 1 3 2 f (dz + N 2 2 N2 + j!__ (]J + 2 2\!) :: 2 ~ dx z 2P) + z (M - 4P) dx 

o~, pour des raisons de clarté, les notations M,N,P pour les expressions 

ci-dessus 3) sont conserv~es. Si la partie (I) doit maintenant conserver un 

signe constant, par exemple continuellement positif pour des quelconques 

variations z ' 

5) 

les conditions n~cessaires et suffisantes: 

< et > M- N 
4P 

0 

doivent ~tre remplies pour toutes les valeurs de x dans l'intervalle. La 

première des conditions est celle dejà donn~e par Legendre. Le fait que 

celles-ci soient ~gaiement n~cessaires et suffisantes pour le cas 0~ o2r 

possède continuellement un signe fixe, serait facile à montrer. 

-15-

Seule la deuxi~me condition, qui a la teneur suivante lorsqu'on l'~crit 

en entier: 

contient la fonction \! • 

(dans le manuscrit, manifestement erron~ = 

Si nous d~finissons ~ p~~sent, ce qui est permis, cette fonction par 

l'équation diff~rentielle M- N2/4P = 0 , ou 

0 ' 

alors l'expression de la deuxième variation 

7) 

se r~duit ~l'expression plus simple: 

32 f d N 2 2 xl (~ + ) d + [z \!] ~y' dx z 2P x xo 
8) o 2r 

et nous en dèduisons 1~ th~or~e: 

((1) dans 6) de nouveau cette erreur: d\! 
2 3) ... 

rxl 
2) Rigoureusement parlant, 7) doit ~tre 82I = J { ... } + []J + 

0 

(( 1)) 

2 xl 
z 'J] 

xo 

2) 

xo 
ce qui en fait, puisque ]J = const, est équivalent à 7) dans le ms)). 
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Tant qu'il est possible d'int~grer l'~quation différentielle 

6) de telle facon que son int~grale ne devienne pas infinie 

entre les bornes xo et xl ' la condition a2f/3y' 2 > o 

pour l'existence d'un minimum est 
1 

necessaire et suffisante. 

i 
Car pour les variations z prises en consideration, la valeur-limite 

" disparait de facon identique et aucune partie de l'expression transformee ne 

devient infinie. 

Afin de tirer parti à prèsent du théorème trouv~, il devient nécessaire 

d'intégrer l'équation diff~rentielle 6). C'est justement la que la recherche 

~ 

de Lagrange s'arrete. L'on peut poursuivre la theorie du probleme de la 

.... 
maniere suivante: 

L'expression 8) ne doit, non seulement pas devenir infinie, mais encore elle 

ne doit pas dispara'ltre; car sinon l'observation de la deuxième variation ne 

suffirait pas pour en tirer des critères, et il est facile de se rendre compte 

que dans la plupart des cas alors ni un maximum, ni un minimum ne pourraient 

se faire jour. Or on peut indiquer immédiatement une variation spéciale pour 

laquelle ce cas, qu'il nous faut exclure, se produit. Posons par exemple pour 

z 
1 ... ,_, 1 1 

une integrale particuliere quelconque z = ~ de l'equation differentielle 

dz + 2 N 
dx 2P 0 

" ou, ce qui est la meme chose 

9) 0 

-17-

alors en trouve: 

" 1 ; " et cette valeur-limite est zero lorsque l'equation differentielle peut etre 

1 ; 

integree de telle facon que W disparaisse pour x = xo et x = x1 • Il 

faut tenir compte de ce que V est une intégrale de l'équation diff~rentielle 

6), et de 9) s'ensuit à present: 

10) 2V 1 dw 
w dx 

Mais si nous considerons v comme une grandeur quelconque, en nous 

reportant à l'identit~ originelle 7): 

c 
' 0 

'd 2 f d . N 2 2 N2 
{ (~ + z -) + 2z (M - -) } dx ~ dx 2P 4P 

il s'ensuit que la substitution 

z = 'TT' 

ou 'TT repr~sente n'importe quelle int~grale particulière de l'equation 

différentielle 

11) 32 f c!z N 2 2 N2 
~ (dx + 2 2P) + Zz (M - 4P) 0 
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r~duit o2r à la valeur-limite 

qui devient; de nouveau zèro dès que TI 
~ J 

peut devenir determine de telle facon 

qu'il s'annule aux bornes. 

A présent nous voyons de facon imm~diate que, si nous choisissons la 

fonction \!, qui jusqu'à present ~tait une grandeur quelconque, de telle 

fa%on que, par analogie avec la formule 10) nous posions: 

12) 

le premier membre de 11) disparattrait de facon identique et nous devrions 

. ; 
avo1r en consequence: 

" ou, ce qui est la meme chose: 

6) 0 

N2 
M--

4P 
0 

d\!) 
dx 
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Soit, en d'autres termes: 

Si z = TI est n'importe quelle int~grale particuli~re de l' ~quation 

diff~rentielle 11) - pour laquelle o2r se r~duit en cons~quence à la 

valeur-limite - alors nous est donnée aussi avec elle et de facon immédiate 

par la formule 12) une integrale de l'~quation diff~rentielle de la 

transformation. Inserrons l'expression 12) dans 11), ou, ce qui est la m~me 

chose, dans 6) et nous obtenons: 

13) 0 

,. 1 1 1 ~ 1 , . "' ~ ... Si 1 u;.tegra ~ gener.;t e de cette equat1on differentielle lineaire du deuxieme 

ordre ((ms: 2 e 0) est: 

'TT 

... .J 
ou c1 , c2 representent des constantes arbitraires, alors l'expression 12) 

nous livre l'int~grale générale de l'équation différentielle de la 

transformation 6), qui est du premier ordre; manifestement, le rapport des 

constantes C1 et C2 tient la place d'une constante arbitraire dans 

l'integrale 12). 

1 ' J J .... L'integration de l'equation differentielle 6) est ainsi ramenee a celle 

de l'~quation diff~rentielle linéaire 13). 

Nous remarquions plus haut que o2r se r~duit à une valeur-limite, 

' ,_ " eventuellement a zero dès que nous introduisons en particulier 'TT pour la 

fonction arbitraire z • Si nous nous posons a present, indépendamment de la 

transformation, la question de savoir quand o2r possede cette propriété, 

1 
nous pouvons proceder de la maniere suivante: 
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Soit 

et puisque s-2 2 
.... ~ e 

est une fonction homogene de deuxieme ordre ((ms:2 0)), il 

s'ensuit, lorsqu'on effectue une modification connue et usuelle pour la 

première variation: 

14) 

et cette expression se rèduit à la valeur-limite d~s que pour z on suppose 

une int~grale de l'èquation 

13a) 0 

Or, un calcul simple nous convainc de l'identitè de cette ~quation 

différentielle et de la 13) lin~aire. 

La forme spécifique 13a), dans laquelle on peut ainsi poser notre 

1 • ) . '-" .J 

equat1on differentielle 13), nous conduit a decouvrir une relation importante 

~ . j ~ 

entre celle-,ci, et l'equation differentielle du probleme 

15) ()f 
Cl y 

d ()f 
0 

dx Cly' 

r 
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En fait, si nous posons 

s-21 
Of () f = z- + z' Cly Cly, 

nous pouvons aussi ~crire cette derni~re sous la forme 

0 

.d J et si nous cons1 erons que 

,1 

nous nous rendons compte aisement que nous avons 

()s-22 - d ()s-22 ()Ql d ()Ql 

Clz dx Clz' o ( Clz dx Clz') 

oclf d Clf 
Cl y dx Cly') 

Si nous notons donc 

alors 

F(y,y')-
()f 
Cl y 

d 
dx 

()f 
Cly' 

d Cls-22 
- --- n'est rien d'autre que la totalité des termes du premier dx Clz' 

~ ~ 

ordre dans le developpement de la fonction F(y + z, y' + z') par rapport a 

z,z' . 
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Soit maintenant 

l'int~grale.de l'èquation différentielle du problème connue de nous, alors on 

peut donner de facon immédiate une fonction z qui fait que nous avons 

F(y,y') = F(y + z, y' + z') = 0 , 

et donc aussi 

16) oF + o 2F + • • • = 0 

En fait, si nous donnons aux constantes 
. . ) 

c1,c2 des valeurs determ1nees, 

mais de notre choix, l'expression 

y 

) 
E represente une grandeur suffisamment petite, et Y1,Y2 des dans laquelle 

constantes tout-a-fait arbitraires, suffit ~gaiement a l'équation 

différentielle du probl~me, et nous'll 1aurions ainsi, pour atteindre. le but 

défini ci-dessus, qu'~ poser: 

z + ... 
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Par la substitution de cette grandeur, 16) est donc v~rifi~e de fa~on 

identique, et si nous passons après une division par E a la limite E = 0 , 

il s'ensuit que l'expression 

17) z = ïT 

. ~ . 
satisfait l'equation differentielle 

oF oclf 
3y 

~lf_) 
dx éiy' 

et de fait cette expression repr~sente 1' int~grale gén~rale, lorsque y 1 ,Y2 

) 

representent des constantes arbitraires. 

A. J ~ ) ... 
1nsi se trouve demontre le theoreme fondamental de Jacobi, selon 

lequel, avec l'int~gration de l'~quation diff~rentielle du probl~me, celle de 

l'èquation différentielle lin~aire 13) est effectuJe également. 

" ' ) ) Apres les recherches precedentes il est maintenant egalement clair que la 

transformation est a effectuer sans l'accomplissement d'une op~ration 

transcendante. 

[ 
j "- ,... .) J 

Note: Le theoreme ci-dessus peut etre demontre exactement de cette facon 

"' ) } pour les problemes les plus generaux du calcul des variations. La 

) ) 

demonstration qu'en a donne Clebsch (Cr. J. LV)1 et qui se trouve ègalement 

reproduite dans le trait~ de A. Mayer (Cr 69)2 est une simple v~rification et 

1 Clebsch, "Sur la r~duction de la deuxieme variation a sa forme la plus 

simple", 1857, in Journal de Crelle, T55, p.254-27 

2 Mayer, "Sur les criteres du maximum et du minimum des int~grales simpleS", 

1868, in Journal de Crelle, T69, p.238-263. 
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1 ~ ' 
ne fait pas apparaître la source du theoreme. C'est pourquoi la demonstration 

1 J ) J J 
ci-dessus, par ailleurs fort evidente, se devrait de meriter la preference. 

"' J J .. J J 
(Ce paragraphe, depuis "Note", jusqu'a "preference est insere dans le 

manuscrit entre crochets). 
) .1 ... ) 

Il s'agit ; present de tirer les conclusions des thetiremes decouverts. 

La validit~ de la transformation 

ne n~cessitait, comme nous l'avons vu, que la possibilité d'int~grer 
) 

l'équation diff~rentielle d'une transformation de telle facon que l'integrale 

v ne devienne pas infinie entre les bornes xo et x1 • Puisque son 

0 J 1 ) ) 1 1ntegra e genera e est 

ou 1i 
J J 

represente la fonction donnee 

contenant deux constantes arbitraires YI,Y2 , la condition en question peut 

" • .; • 0 etre expr1mee a1ns1: 

La transformation est valable aussi longtemps et seulement aussi longtemps 

qu'il est possible de particulariser l'expression 

TI = .121:'_ y 
dC 1 1 

r 
1 
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de telle sorte que celle-ci ne puisse d~sormais pas devenir z~ro entre les 

bornes 

Car si x = x' ' est un zero pour TI, il est facile de prouver qu'alors 

nous avons 

[dTIJ > Ü 
dx < x=x' 

(cf. Hesse, Cr.J. LIV)l, et ainsi v 
.... 

deviendrait certainement a cet endroit 

00 • 

Si nous choisissons donc les constantes arbitraires Y 1 ,Y 2 de telle 

fa~on que 1r disparaisse pour x = xo ou pour une valeur situ~e infiniment 

pres de x0 , x = x0 - (, , alors le zè.ro sui va nt de If , x = x' donne la 

A • ..,_ ) 
limite extreme Jusqu'a laquelle xl peut s'etendre afin que la transformation 

conserve sa validit~. Eu ~gard à !'~tude géderale donnêe plus loin, je puis 

me permettre de renoncer à une justification stricte et complète de ces 

conclusions. 

Ce point limite extr~me (et d'ores et dejà a exclure) est ainsi défini 

par la racine située pr;s de xo de l'~quation 

0 

-~-
èlc2 

.) "' , .J ) 

Comparons ce resultat a une remarque precedente, et il en decoule une 

autre conclusion de la plus haute importance. 

1 Hesse, "Sur les crit~res du maximum et du minimum des intégrales simples, 

l857, Journal de Crelle, T.54, p.227-273. 
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Si en effet TI se laisse particulariser de telle facon qu'il disparaisse 

pour deux valeurs de x , par exemple x = xo et x = x' , alors la deuxieme 

variation de l'int~grale J ~tendue entre xo et x' a la valeur z~ro d'es 

nous substituons cette valeur particuliere TI 
..... 

que a z comme variation 

sp~ciale, ce qui est permis. 
,. ) ) .... ,.,... 

Cette meme propriete s'applique a la deuxieme 

J J variation de l'integrale proposee, lorsque nous avons x 1 • 

' 
car nous 

n 1 aurions qu 1 a poser Z = TI dans 1 1 intervalle XO • • • • • X 1 , et Z = 0 danS 

1' intervalle x' ••••• xl • 
1 J 1 En general notre integrale ne pourrait alors 

devenir ni un maximum ni un minimum. 

La borne inf~rieure x0 ~tant fix~e, il existe ainsi une situation de 

limite extr~me x' pour la borne sup~rieure xl au-del~ de laquelle 

J J .1 J J A 
l'integrale proposee ne peut en general presenter d'extremum. Manifestement, 

ce point limite est d~fini pareillement par la racine situ~e tout pr~s de xo 

J 
de l'equation ~(x,xo) = 0 . 

) ~ 

Si nous retenons en consequence le point initial de l'integration, le 

J .... 

theoreme suivant est valable: 

" .... 1 ) La borne extreme au-dela de laquelle en general aucun extremum 

~ A 
(ms. extrem.) ne peut avoir lieu, est identique a la limite extreme 

de validité de la transformation. 
J • ..... 

De cela découle de facon immediate la totalite des criteres de 

Jacobi. 

~ 

A l'aide de la transformation de Lagrange on peut egalement traiter en 

) ~ ' 1 ) 
consequence le problemele plus general: 

r· 
1 
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II - Sur la d~duction des crit~res a partir de la transformation de la 

deuxième variation par Clebsch et Jacobi. 

On peut notoirement consid~rer ce qui suit comme le problème le plus 

g~n~ral du calcul des variations: 

Il faut d~terminer les variables Yl,y2, ••• ,yn soumises aux rn< n 
1 

equations 

diff~rentielles de premier ordre 1jJ 1 = 0 ' 1jJ 2 = 0 ' ••• ' 1jJ rn = 0,. comme des 

fonctions de x de telle fflcon que l'int~grale propos~e: 

devienne maximum ou minimum·. 

Afin que cet exercice devienne possible et d~termin~, il est n~cessaire 

de fixer certaines conditions limites. Admettons que les valeurs limites des 

variables Yk soient donn~es une fois pour tout~pour x= xo et x= xl • 

Tous les autres cas peuvent se ramener a celui-ci. 

La m~thode de Lagrange relative aux multiplicateurs ind~terminés permet 

/'to "- ,/ ,) 

de traiter ce probleme de la meme facon que le probleme le plus general du 

maximum et du minimum absolus. On pose 

rn 
Il f + )~ A k 1~k 

k=l 

"' ou À k 
) J ~ 

representent des multiplicateurs inconnus, et l'integration du systeme 

simultari~ de n + rn èquations diffèrentielles du deuxi~me ordre: 
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1) arl d 3rl 0 <k 1, ••• , n> ----
Clyk dx a y• 

k 

lj!k 0 <k 1, ••• ,m> 

donne les fonctions cherch~es YI •••• Yn et les multiplicateurs Àl•••••Àm 

'-
comme fonctions de x et de deux n constantes arbitraires, qui sont a 

d~terminer en fonction des conditions limites prescrites. 

) 1 \ J 

Nous consid~rons cette partie de l'exercice comme etant deja achevee et 

J ' le resultat donne par 

2) Yh 

h 1, ••• , n k = 1,2, ••• ,m. 

La substitution de ces expressions doit ~tre signal~e par leur insertion dans 

les crochets. 

...... ..) J 

Afin de d~terminer a present si l'integrale I , pour le systeme de 

fonctions ainsi d~couvert, devient un maximum ou un minimum ou peut-~tre ni 

) . .._ 
l'un ni l'autre, il est necessa1re de rechercher le signe de la deuxieme 

variation. 

Si nous posons, sous la forme habituelle de notation 

3) <1> 
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nous avons 

et pour toutes les fonctions arbitraires zh , qui .ne satisfont qu'aux m 

conditions 

4) n ..lt_ Cllj!k 
L { [a J zk + [-, -,- J zk' } 

k=l Yk oy k 
<2> 0 

((ms: "h = 1,2 ••• n")) <k = 1,2, .•• ,m> 

cette intègrale doit toujours posséder un signe fixe. 

Nous pouvons, et ceci est d'un intéret certain, introduire a la place de 

la fonction 82n , ceci: 

5) 
m 

(plus exactement I ) 
k=l 

1 C'est-à-dire la fonction homogéne de 2e ordre de Zk et 2-'k qui est engendr~e 

par ~; 
J J 

lorsque l'on pose en general Yk + szh au lieu de Yh et lorsque 

J 
dans le developpement en les puissances de c on prend le coefficient de 1 2 

2 E ) • 

2 Ces ~quations de conditions 4) pour zh apparaissent lo:ts du d~veloppement de 

l 'i J J ) .._ 
ntegrale en la puissance de s, lorsqu'en general on pose Yk + szk a la 

place de Yh• 
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fonction qui n'est rien d'autre que le coefficient de 22 
2 

d~veloppement de la fonction 

~ 

Nous avons a present 

2~2 dx • 

dans le 

<3> 

La forme dans laquelle la deuxième variation nous est donn~e de fac;on 

imm~diate, ne permet pas cependant de reconnaître son signe de fa\on 

immédiate. A la theorie incombe alors la t~che de transformer si possible 

o2J de fa~on i ce que la nouvelle expression remplisse cette exigence. En 

J J 1 ... 

generalisant les theoremes fondamentaux de Jacobi, qui avaient rendu possible 

... 1 
la transformation pour le probleme dependant d'une fonction inconnue y , 

Clebsch4 parvint ~ accomplir cette transformation également pour le probl~me 

J ) 

le plus general du calcul des variations. Il nous faut maintenant analyser 

bri~vement le r~sultat de sa recherche. 

Pour réaliser cette transformation ce sont les solutions d'un certain 

systeme d'~quations diff~rentielles qui sont utilis~es, et dont le rapport 

- J ..... ) 
avec le systeme d'equations différentielles du probleme (1) est celui exprime 

J ~ 

par le signe operationnel 0 ; donc le systeme 

... 
<3> C'est-a-dire de la fonction que l'on obtient de ~ , lorsque l'on remplace 

les variables Yh et À k par les grandeurs Yh + 2 zh et À k + 211 k. 

4 voir Clebsch op. cit. 
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d d~ 
- dx Cly') 

k 
0 ' 

ou bien: 

6) 0 ' 0 

o~, pour les diffJrencier, l'on a caracteris~ ces systemes de fonctions 

~ 1 
particulieres zh , ~k par uh , rk • De ce rapport on conclut aisement ce 

J .... J ... 
theoreme important que, avec l'integration du premier systeme (1), celle du 

~ ) J 

deuxieme (6) se trouve egalement accomplie de facon immediate. Les solutions 

J J ... ) 
generales du systeme (6) sont donnees par les formules: 

2n Cll/Jh 
uh I YÀ ~ 

À=l À 
h = l, ••• ,n 

7) 

2n dÀk 
rk = I 

À=l 
YÀ 

de À 
k=l, ••• ,m 

dans lesquelles J 
Y1, ••• ,y 2n representent les constantes arbitraires. 

Pour chacun des 2 syst~mes de solutions différents uh , rk et uh , rk 

Le rapport 

n 
:Hl./ :Hl./ 

k11 
jUk ~-- uk duk 

1 const. 

Cl(-) ;) ( dx) dx 

existe. 

Dans le but de la transformation nous choisissons maintenant - et ceci 

est possible d'infiniment de fa~ons - n ~ 

pareils systemes de solutions de 6): 
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0 2t ClXk a 
y = L --y 

k À=l dCÀ À 
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qui poss~dent la propriét~ de rempli~ les 
n(n-1) 

2 

de x ("independanteS de x" est une insertion): 

n 3~2(uP,rP) 3~2(u0,r0) 
9) I 0 up 0 uk a -P k 0 

k=l u· duk 
Cl(~) 3(-·-) 

dx dx 

J 

conditions independantes 

Si 1 'on introduit pour les n + m grandeurs arbitraires zh , Jl k , des 

combinaisons linéaires des systèmes de solutions 8) ainsi définis 

10) 

]l = 
k 

dans lesquels gl • • • gn 
J 

representent de nouvelles fonctions arbitraires, 

alors on obt.ient pour ~ 2 une modification identique, par 1' intègration de 

laquelle s'ensuit 

c52I 
rxl n n ()2~ dx 

11) 
J I I Clyk()y~ ukui w 

k=l i=l 
xo 

D<;tns cette formule, on note 

dzk dul dun 

12) 
k n 

dx dx dx 
1 1\. 

uk 
zl ul ul 

-

ul n 
z u 
n n n 

ri· 
i 

et 

13) U - L ± ui n 
u 

n 
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~ ~ 

Dans le meme temps les equations des conditions (sc.h) 81/J k 

transforment en 

14) 
n 

I 
k=l 

[ 31/Jk J - 0 
3y' uk 

k 

0)) se 

De cette nouvelle formation l'on peut ais~ment déduire les conditions 

nècessaires et suffisantes pour que 6 2J conserve un signe fixe. Telles sont 

ces conditions: 

... 
Pour toutes les valeurs de x entre et x1 , il faut que la fonction homogene 

'-' de deuxieme ordre: 

n 

I 
h,i 

entre les n arguments Uh de laquelle existent les rn equations des 

conditions lin~aires 

n 31/Jk 
I ay' 

k=l h 

poss~de toujours un signe fixe. 

0 k l, ... ,m, 

En ceci, l'exercice est ramen~ à un exercice d'alg~bre connu et r~solu. 
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~ 

Hais ce critere n'est manifestement valable que tant que la 

transformation est v~ritablement possible. Ainsi, afin de parvenir a des 

i J # .J 

resultats complets, il est necessaire d'etudier les limites de validite de la 

transformation, et de tirer de celles-ci des conclusions permettant une 

application simple. "' Il s'agit donc d'accomplir ici ce qui, pour le probleme 

particulier traitè de fa5on exhaustive dans l'introduction, correspond au 

passage du Grit~re imparfait de Legendre i celui vers lequel tendait déja 

'-
.Lagrange et que Jacobi fut le premier a atteindre parfaitement. Il s'ensuivit 

1~ ce resultat important que la borne la plus extr~me, au-delà de laquelle 
) , . .J } .1 

l'integrale proposee ne peut en general absolument pas presenter d'extremum, 

est identique a la limite de validit~ de la transformation de Lagrange. 

A .Jt..J . J ~ .._ .JJ 
Jacobi lui-meme avait deja etabli ce theoreme pour le probleme general d'une 

fonction inconnue <1>, sans toutefois le d~montrer, dans sa note du 

dix-septi~me volume du Journal de Grelle. Hesse, qui dans son travail 

(Journal de Grelle LIV) s'~tait fixe la t:che d'effectuer les calculs pour ce 

-probleme 
J ,J J J 

calculs dont il s'etait en fait acquitte fort elegamment -ne put 

J ~ ) . .J 

malgre des efforts evidents etablir comme resultat du calcul ce point 
,.. 

culminant atteint par Jacobi dans ses recherches, grace auxquelles seulement 

J '- A 
il devient possible d'etablir des criteres parfaits. Et c'est la meme 

J .... " ..... difficulte qui forca Clebsch a s'arreter tout pres du but dans ses recherches 
!> 

... J ) 

sur le probleme le plus general du calcul des variations. 

.... 
<D C'est-a-dire 

rxl ( ) 
J f( ' m ) . x,y,y , ••• ,y dx 
x 

0 

Extr.)) 

r 
i 
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.... 
Exactement comme pour le probleme particulier, on peut donner de prime 

~ J J ,.. 

abord pour le probleme general une limite extreme x' que ne doit pas 

J A .J 

depasser, ni meme en fait atteindre, la borne superieure x1 , afin qu'il soit 

1 J 1 , .J 

possible que l'integrale proposee (en general) presente un extremum. En 

" ... effet, puisque est une fonction homogene de deuxieme ordre en z, z',ll 

alors on a 

I 
k 

I 
k 

I 
k 

I 
k 

donc 

o2r 
rxl 3rt,., d 3St2 3s-22 ds-22 

J 
{ I (-'· ---) zk + I -- !lk} dx + [ Ik az' zk] ()zk dx 3zk_ d!lk k k k xo 

Nous en concluons de facon imm~diate que 0 ZJ J ..... 

se reduit a la valeur-limite 
~ 

pour chaque systeme de solutions des ~quations diff~rentielles simultanees. 

A) 0, 0 

Or, le systeme A) s'accorde pleinement avec le systeme 6) prêc~demment ~vaque, 

et dont les solutions sont connues. Nous en concluons: 

xl 

xo 
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Chaque fois qu'il est possible de particulariser ces solutions 

de telle fa~on que les uh s'annulent pour x= xo et. x= xl ou pour une 

située pr~s de 
) 

x1 , on peut donner egalement des variations valeur x = x' 

sp~ciales pour lesquelles on a 

0 

celles-ci sont, dans le premier des deux cas: 

et dans le dernier: zh ':. 0 , ]J k ':. 0 dans 1' intervalle x' •••• x 1 , et 

zh = uh et JJ k = rk dans 1' intervalle xo •••• x' • Mais alors I ne peut 

en g~nèral devenir ni maximum, ni minimum. 

L'on voit donc que ce point limite extr~me x' , que la borne sup~rieure 
~ ) .... 

xl ne doit pas atteindre, est defini par la racine situee pres de xo de 

l'équation 

15) 0 

k 1,2, .. ·., n 

r--··· 
r 
1 
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. ) ) 
Il rious faut cons1derer ce fait important comme ce qui nous est donne de prime 

abord. L'impossibilit~ de Hesse et de Clebsch ;; surmonter cette difficult~ -

qui, comme nous allons le voir par la suite, n'est pas vraiment une difficult~ 
...... .... 

particuliere - s'explique a mon avis de la fa~on suivante: c'est que tous deux 

A J ~ \- ._. 
n'ont pas prete assez d'attention a ce fait et a sa position dans le critere 

de Jacobi, mais que, partant uniquement du calcul, ils avaient consid~t~ 
.... ) J . 

l'exercice a resoudre finalement uniquement comme une determination de 

constantes. 

La transformation de Clebsch n'est en effet valable, comme on peut s'en 

rendre compte ais~ment, que tant que U = L± u 11 ••• unn ne disparait pas a 

l'intèrieur des limites xo et xl • En d'autres termes, pour que la 

) 
transformation soit veritablement possible et valable, il faut que l'on puisse 

dèterminer les fonctions de la transformation " ou plutot les 
p . 

constantes arbitraires YÀ · qui apparaissent dans ces fonctions de telle facon 

que 

1) n(n-1) 
les 2 conditions 9) independantes de x soient remplies 

de fa~on identique; 

2) pour aucune valeur de x dans l'intervalle le determinant U 
1 '- ) 

ne soit egal a zero. 

) 1 ) 
Il semble donc necessaire de rechercher les valeurs les plus generales 

" des constantes qui repondent aux conditions 9) et pour lesquelles U ne 

di ~) ,1 • ' ev ent pas identique a zero, et d'etudier ensu1te si parmi les systemes ainsi 

) J 

determines il s'en trouve quelques-uns qui satisfassent également ~la seconde 

'condition. C'est li en fait la voie emprunt~e par Clebsch et, en supposant 

) 

que les constantes d'integration cl,••••c2n soient des constantes 

' J 1 0 
canoniques, il a donne les valeurs les plus generales des YÀ qui 

... / 
remplissent cette premiere exigence nommee. Mais a._ cause de la complication 

d ) .J ) ) 
es expressions, une etude du dernier point, le plus important, s'est revelee 

i ~ A rnpossible et le probleme lui-meme ne progressa pas. 
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Nous devons la construction compl~te de la th~orie et l'~tablissement des 

crit~res d~finitifs a...._Monsieur A. Mayer. Celui-ci emprunte une nouvelle voie, 

) . 1 b. ) . ) d de loin plus avantageuse, en faisant un choix spec1a et 1en determ1ne e 

constantes dont l'application permettra de tout atteindre. 

Bien qu'elle m~ne aux r~sultats en suivant un chemin rigoureux, une telle 

J \..,. J 1 ""' 

methode a cependant certain& inconvenients. Etablir des determinations tout a 

fait sp~ciales de constantes poss~de necessairement quelque chose de fortuit, 

d'arbitraire en soi, et ne fait pas apparaître clairement le fond des choses. 

.... .J 
Bien qu'il n'y ait donc rien a ajouter aux resultats, cela ne serait 

" ... J 1 ) ) ) 1 

peut-etre pas tout-a-fait .depourvu d'interet de trouver un procede general 

naturel, libre de tous les calculs secondaires, pour pouvoir parvenir 

... 
directement aux criteres, en partant de la transformation de Clebsch et de 

Jacobi. 

) 

L'on a expose que tant que 

u \ + 1 L - u 1 ••• un n 

" .... 1 ne dispara1t pas a l'interieur des bornes xo et x1 , la transformation 

~ 

conserve son sens. Dans le cas donc ou celle-ci est applicable, les 

0 Il 

et 

constantes y À doivent et re choisies de telle sorte que ceci n'ait pas lieu. 

A partir de cela il est clair que les fonctions introduites pour la 

" transformation ne doivent pas disparaitre en meme temp$ dans l'intervalle pour 

aucune valeur de x • 

1 } 
Leur forme generale est; 

2n 
I 

À=l 
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Nous pouvons choisir les 2n constantes y 
À 

d'infiniment de manieres afin que 

pour n'importe quelle valeur de x , x x , les n equations w 

0 

• 1 • f. ) so1ent ver1 1ees. 

Accomplissons ceci de .. 1 ) 
n manieres differentes et caracterisons les 

systemes en u qui apparaissent ainsi par: uf ( p = 1 , 2, ••• , n) 

n 

1 1 ) 

et alors leur determinant aura la propriete de disparaÏtre pour x = xw , ce 

que nous indiquons par la notation 

U(x,x ) 
(1) 

I ± 1 ul •••• u n n 

.... 
Il est facile de se rendre compte que ces systemes de fonctions se 

\.. "-
pretent a la transformation. Car en premier lieu ils v~rifient les ~quations 

des conditions: 

!. {u~ 
Clrl7 0 ()riO 

2 } 0 <1> --fj - u. p .1 du1 
l du-

()(--) () (-]:_) 
dz dx 

' x =x , et de ce fait, parce que celles-ci sont independantes de 
(j) 

pour 
x ' 

de facon identique. En second lieu il ~~t 'vident que U(x,~1 l) ne peut ~tre 
'- ) 

identique a zero, quoi que no~s fassions pour tirer au hasa~d les fonctions 

uh du n-ierne arbitraire. 

Pour l.e cas o~ la transformation doive ~tre valable, U(x,x ) ne doit 
(J.l 

maintenant disparaître pour aucune valeur de x entre x0 et x1 • 

(1) dans le manuscrit, par erreur: "/ {u~ ... } 0" 



-40-

Nous nous demandons tout d'abord quelle est la nature des racines de 

J 
l'equation 

U(x,xw) 0 • 

Si x = x TI represente n'importe quelle valeur rendant nulle U(x,xw) 

il est manifestement possible de determiner les grandeurs constantes 

gl••••,gn de telle facon qu'elles satisfassent aux n ~quations lin~aires 

••••••••••••••••••••••••••••••a••••••••••••••••••G••••••••o••••••••••••••••••• 

0 

Les grandeurs 

ont donc la propriete de s'annuler pour x = x w et pour x = x TI Celles-ci 

~ ) 
constituent un nouveau systeme d'integrales (en rapport avec les grandeurs r 

correspondantes) des equations differentielles 9) et poss~dent ~gaiement la 

forme 
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\,. 

signifie donc qu'il existe un systeme de grandeurs 

Y1 ••• Yn pour lequel 

0 ' 0 

est valable. Hais la condition nècessaire et suffisante pour l'existence de 

' . ces equat1ons est 

(1) 

0 

ou, dans notre notation:.l1(xTI,xw) = 0 • Nous en d~duisons donc que toutes les 

racines de l'Jquation U(x,xJ = 0 sont contenues parmi celles de l'~quation 

Nous savons de prime abord que l'equation ~(x,xo) = 0 
J 

definit le point 

~ 

limite le plus extreme x 1 b J • que a orne super1eure xl x' ne doit pas 

) ,.. 
depasser ni meme atteindre, afin qu'un extremum soit possible. Notre travail 

consiste ainsi ~ d~montrer que la d~termination des constantes2 peut en tout 

" ... temps etre faite jusqu'a x' , sans que U s'annule. 

(1) dans le manuscrit, par erreur: " 

(2) 
... J 

c'est-a-dire la determination "des y." 
1 

Il 

= 0 
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~ ~ ~ ) ~ J ' 
Ceci est tres facile a effectuer a l'aide du theoreme demontre plus haut. 

1 

xw representait toujours une valeur quelle qu'elle soit de x • Si nous 
... 

prenons xw = xo - Ç, , ou (; represente une tres petite grandeur et 

f ) .... 
e fectuons la determination des constantes d'une maniere quelconque, de sorte 

que U se transforme en U(x,xo - !;;) , alors celle~ci est certainement 
..... 

valable jusqu'a la racine suivante 
) 

xE: de l'equation U(x,x0 '- ç) = 0 • Or, 
... ) ~ 

d'apres ce theoreme nous concluons que nous devons avoir ~galement 

6(x ,xo- /;;) = 0 • Si nbus d~veloppons, il s'ensuit 

+ 

faisons diminuer (; , et nous constatons de facon immèdiate que la grandeur 

d "t t J • d 01 se rouver necessa1rement ans le voisinage d'une racine x= xTI de 

1 
l'equation 6 (x,xo) = 0 , de telle facon que nous ayons xs = xn ± T , ou T 

reprJsente une grandeur qui devient infiniment petite en meme temps que (; • 

L f ... ) ) ) 
a trans ormation peut donc etre certainement executee de nombreuses 

manie~res, de facon que sa validité s'étende depuis xo jusque dans le 

. . 1 .... 
vo1s1nage , que l'on peut diminuer a loisir, de la racine la plus proche 

suivant xo de 1' ~quation 6 (x,xo) = 0 • Car celle-ci est d'après ce qui 
J .... 

precede valable avec certitude jusque dans la proximit~ de x= xTI , et si 

~ ~ . 
est par exemple la deuxieme racine de cette equat1on, la transformation 

est d'autant plus valable jusqu'a~ x' • 

1 dans le manuscrit on trouve "la plus piroche" ray~. 

-43-

En outre, le fait qu~ doive ~tre identique ~ x' est une 

cons~quence de .la remarque pe Richelet 1 expliquant qUe o 2J ne peut 

cÙspara1t:re tant que les constantes s~nt dèterminables conform~ment a'- toutes 

les conditions. On_en deduit qu'il n'existe pas de d~termination de 

constantes qui soit valable en couvrant un intervalle plus grand que celui que 

bornent xo et x' ~ Selon quoi x ne peut pas non plus se situer au-delà 

de· x' • 

Avec la d~monst~ation du th~or~me, selon lequel la transformation est 

r~alisable entre xo et x' dans toutes les circonstances, nous avons 
..... .... 

atteint tout ce vers quoi nous tendions; car les cri·teres a la fois 

.nécessaires et suffisants s'ensuivent maintenant ais~ment. 

. - J 1 Cette method.e' est a considerer comme la veritable source de· toutes les 

d~terminations des constantes sp~ciales possibles. 

L.' on se rend ais~ment compte que la dètermination des constantes de 

. . 1 . ) J 1 

Monsieur A. Mayer constitue un cas special de .cette determination generale et 

cependant plus simple. (cf. Journal de Crelle 69, p.250 en haut). ((La 

phrase "L'on se rend •••• p.250 en haut" se trouve en marge dans le 

manuscrit)). 
.... ) ) ) 

Nous pouvons a present en etablir en grande quantite selon notre 

choix, ce qui toutefois est sans int~ret pour la thé'orie. La sp~cialisation 

suivante peut servir d'e~emple simple: 

Nous choisissons les fonctions de la transformation de telle sorte 

qu'elles 

1 Journal de Crelle, Volume 69, p.256. 
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1. s'annulent toutes pour x=· x w 

2. que pour une valeur quelconque de l'intervalle, x= x­w 

u n n 1 

) \,.. ) 

et que toutes les autres fonctions soient egales a zero. 

U(xw,xw) recoit alors la valeur 1 et ainsi ce choix de constantes est 

. ) 
autor1.se. 

) 1 
Les constantes se determinent parfaitement par les equations 

.ou 

Il s'ensuit: 

y p 
À 

I 'dl.}Jh y p = 
( ) - À Clë).:" xw 

oh 0 quand h z p 
p 

1 quand h p 

1 
/';,.(x""",x ) w w 

8/':,.cx-,x ) w w 

• 1 et l'on se convainc a1.sement du fait que maintenant U(x,x ) w 
en: 

U(x,x. ) 
w 

/';,.(x,x1.) 

. /';,.(xw,xw) 

se transforme 
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quand ~ repr~sente une constante diff~rente de 0 et 

choisi de facon correspondante. 

co , lorsque x- est 
w 
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III- De la limite pour l'existence d'un extremum. 

' J ) ) 
Pour les integrales des equations differentielles nees de la disparition 

1.. .. ) 
de la premiere variation, la modification complete /:,. J de 1' integrale 

1 
proposee prend la forme: 

Pour le cas o;; il n'existe pas de variations sp~ciales zh pour lesquelles 

o2J disparaît, le signe de /:,J d~pend toujours uniquement de celui de o2J 

et nous avons alors des critères parfaitement sGrs et suffisants. 

Cependant, de m~me que la borne supérieure xl de l'int~grale atteint 

ou dJpasse un certain point limite x' d~fini par l'equation /:,(x,xo) = 0 , 

l'on peut toujours donner un syst~me de variations particuli~res, pour lequel 

nous trouvons o2J = 0 . Puisqu'en gén~ral pour le point x' 
... 

la troiseme 

variation ne disparaîtra pas en m~me temps que la deuxieme, il est justifi~ de 

dire qu'au point x' la propriét~ respectivement maximale et minimale cesse 

J J l" "en genera • 

Si cependant o3J 
\. 

possede aussi la valeur 0 et o4J un signe fixe 

pour ces variations particulières, il semble que l'intègrale puisse pr~senter 

un extremum aussi loin que possible au-dela du point x' • L'on pourrait 

calculer de la facon suivante: 

J • 1 
Etudier ces cas particuliers plus prec1sement ne serait certes pas depourvu 

. 1 ~ 

d'une valeur theorique, et une methode simple, facile a appliquer, pour isoler 

,.. ,. )· 

ces cas devrait meme etre de la plus grande utilite au point de vue pratique, 

car pour un probl~nie se présentant de facon spéciale il est quasiment 

impossible de reconnaître directement si ces deux conditions sont remplies ou 
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) 

non, et car, par consequent, l'on ne saurait jamais avec certitude si nous 
,1 

n'avons pas precisement sous les yeux une exception de ce genre. 

En fait ies tentatives pour traiter l'exercice dans cette forme ne 

manquent pas. J 

Pour le probleme le plus dans lequel l'integrale 

I fxl f(x,y,y')dx 

x 
0 

A 1 1 

doit etre traitee, nous disposons de traites exhaustifs de G. Erdmann (Revue 

de Schlomilch XXII, XXIII, XXVI), qui prennent en consid~ration m~me le cas 
1.. 

ou toutes les variations, jusqu'~ un ordre quelconque 2k-l disparaissent. 

M . ff / ... Il. .a1s ces e orts sont rendus inutiles par un theoreme que mon ma1tre, 

Honsieur Weierstrass, a rigoureusement de'montr~ dans ses cours del'ét~ de 

l'annee 18791, et qui est le suivant: 

x= x' ~tant le point-limite en question, l'int~grale 

I 

xl 

J f(x,y,y')dx ne peut en aucun cas avoir un maximum ou un 
x 

0 . . . ~ 
m1n1mum, des que nous avons xl > x' • 

Dans ce probl.;me-ci l'observation de la,deuxieme variation suffit dans toutes 

les circonstances pour d6cider de la question de la pr~sence d'un maximum ou 

d'un minimum. 

l Il ' 'd · 1 . ex1ste une re act1on stenographique de ces cours par Husserl. cf. 

Weierstrass, Ouvrages mathematiques, Volume 7,. Cours sur le calcul des 

. . L. 97 .1 ~ JI }J ) var1at1ons - e1pzig 1 2 - On y trouve ce theoreme legerement generalise et 

dans. une autre formulation. P.l54 et 163. 
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1 1 ... 1 
On est tente de supposer que le theoreme correspondant est egalement 

- J 1 .) 
valable pour les problemes generaux. Pourtant, la demonstration de Monsieur 

) ... .1 ) 

Weierstrass ne permet pas qu'on l'etende au probleme le plus general. 

J ~ .J ... 1 
Celui-ci repose en effet essentiellement sur le theoreme suivant, deja note 

par Hesse dans son travail: Si la grandeur 

s'annule rur x = x' ' alors 

[ ddx (l:.(x,xO)) J x=x' 

est diff~rent de zero. 

Ceci est valable pour chaque racine x' de l:. (x,xo) = 0 , donc également 

pour x' = xo • On voit immédiatement que le m~me théor~me n'a pas lieu 

d'~tre dans le probl~me g~néral; car il est évident que les premieres n-1 

dériv~es du déterminant l:.(x,xo) 
,J 

sont identiques a zero pour x = xo • 

Si l'on suppose que l:.(x,xo) change de signe en s'annulant, abstraction 

faite de la valeur nulle identique x = xo , ((abstraction faite de la valeur 

x = xo" = insertion)) la d~monstration de Monsieur Weierstrass pourrait 

.... ,. ,J 1 l. J • ~ J 
tres bien etre genera 1see; ma1s il semble tres difficile de demontrer 

• 1 
generalement cette supposition- si tant est qu'elle soit juste. Comme je 

J 

n'en suis pas capable, je ne reproduirai pas ici cette demonstration, mais je 

J .1 ... 
communiquerai une te~tative de demonstration de ce theoremè important en 

empruntant une toute nouvelle voie. 
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. 1 .... 1 ,J 

Pour.des raisons de simplicite, je me limite au probleme general du 

maximum et du minimum absolus. Soulignons expressement que les consid~rations 
. . 1 ... J J 

ci-dessous conservent leur validite pour les problemes les plus generaux du 

E ... 1 
maximum ou du minimum relatifs ((ms: Ma )) apres l'operation de petites 

1 JI. 
modifications insignifiantes se presentant d'elles-memes. 

En suivant le raisonnement de Monsieur Weierstrass, j'appellerai la 

racine x' • 1 d s1tuee ·tout pres e xo de l'équation l:.(x,xo) = 0 "la valeur 

1 
conjuguee de xo (ou "point"), et toutes les deux ensemble de la m~me fa~on 

"un couple de valeurs conjuguées'' (ou de "points"). 

J'attire tout d'abord l'attention sur le fait que les conditions qui 

furent tir~es de la transformation doivent aussi ;tre remplies n~cessairement 

quand x1 est situ~ au-delà du point conjugu~ x' • Car si nous divisons le 

chemin de l'int~gration xo xl en plusieurs parties constitu~es de telle 

sorte qu'aucune d'entre elles ne contienne plus de couple de points conjugu~s, 

alors la transformation est rèalisable pour chacune des intdgrales 

correspondantes, et ainsi il est clair que, .s'il doit ~tre possible qu'un 

extremum ait lieu entre xo et x1 , la fonction homogène de deuxi~me ordre 

des n variables arbitraires U1 ••• Un: 

2W 

doit toujours poss~der un signe fixe pour toutes les valeurs de x entre 

et xl <1>. Celle-ci repr~sente alors une "forme d~finie" qui ne dispara'lt 

que lorsque toutes les variables sont égales ~ z~ro. 

<1> d' apres le th:Or~me de la page 22 en haut. 
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1 • ) J / 

Designons pour des raisons de commod1te l'integrale I qui s'etend entre 

les limites x = x a et x = x S par I aS , et nous aurons pour les 

variations de notre choix zh la formule: 

xl n 

= J I 
h=l 

iKO 

.... ) 
Nous supposons a present que la portion xa XI contient le point x' 

<I> 

· · ' .... · t · t x'' conJugue a xo , ma1s aucun au re po1n de m~me nature qui serait a son 

• 1 "' 1 tour conJugue a x 

1 .... ) ... .J 
Nous determinons a present deux systemes de solutions des equations 

diffJrentielles 

I.) 
ar.J . 
__ 2 

dZ 
h 

soit 

Zl = ul•••••Zn Un 

et 

zl wl•···•zn Wn 

<1> voir Chapitre II, p.24 en haut. 
~ ~ 

D'apres celui-ci, manque ici le deuxieme 

termes de la somme: 

I 
k 

1-lk dx )) 
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de telle facon que nous ayons 

1.) 0 

2.) 0 

J 

ou Xa represente une valeur quelconque de x dans l'intervalle, valeur qui 

. • A . 
doit uniquement etre choisie de fa~on qu'entre xa et x 1 il n'existe aucun 

couple de points conjugu~s •. Ceci ~tant supposJ, il est permis d'introduire 

le syst~me suivant de variations sp~ciales: 

Nous posons dans l'intervalle [xo,xa]: 

et dans 1' intervalle [:x:.o. J x ... ] 

zh = wh 
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.... 
En fait nous avons, d'apres la supposition 

0 • 

Selon le syst;me d'Jquations diff~rentielles I.) la deuxi~me variation prend 

la forme: 

= 

= 

... ) . . ) ... . .) 

Soit a present x = xi' le point conJugue a XI , s1tue entre xo et x' 

nous pouvons alors donner a Xa toutes les valeurs de X entre 

xi'+ ô, ••• , XI , ou ô repr~sente une grandeur suffisamment petite 

(("ou ••• petite" insertion)), et pour chacune d'entre elles la formule 

d~duite ci-dessus est valable. 

3.) 

...... ' Nous posons a present 

f(x ) 
a 

n 3:12 

I cc au.~ 
h=l h 

3:\2 
~) uh] x=xa 

h 
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et nous nous repr~sentons - les relations I) e~ 2) ~tant toujours presupposdes 

- xa . comme se transformant de facon continue de xi' + ô Pendant ce 

' 1 -temps, ·ce qui est d'une clarte immediate, la fonction f(xa) n'arretera pas 

/ 

non plus de se transformer et la differentiation est permise. 

Il faut remarquer que l'on a 

et, de ce fait, nous avons 

n. 
(f(xa)) 

duh 
[-] 

dx x=xa 

d 
dx 

a 
I [uh] dxd 

h=l xa a 

[3Q2 - 3:122 J 
3u' 3w' 

h h xa 

Il s'ensuit 

[df(xa)] 
dxa xa=x' 

car d' apr~s I) nous avons [ uh] x= x' = 0 • 

n 
+ I 

h=l 

du · 
. [ .:.___e_ J 

dx 
x a 

~ '"\ 1)] 1 ow x=x h 

) ) 1 
Si nous prenons de plus en consideration le fait que, en general, pour 

des z,z' quelconques, nous avons 

n . ? 

\'. (-]_Jl__ z ~ 
L . ayh' ayl~ l i,h=l 

<I> 

' ) 

<I> par la differentiation de 3) (cf. Chapitre II, p.l8) en zh naturellement 

il faut aussi faire la somme sur i. 
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il s'ensuit ais~ment 

[df (xa) ] 
dxa xa=x' 

Or, une r~flexion simple nous apprend que l'on doit avoir 

· dw. 
( ~) 0 . 

dx x=x' 

En fait, pour xa =x' nos variations sont 

et nous devons avoir [wh]x 

Puisque maintenant x' 

conjugu~~s; il faut que wh 

dw~:~, 

dx = 0 

dans l'intervalle xo ••••• x' , 

dans l'intervalle x' ••••• x1 

"' ne peuvent etre un couple de points 

'- J 
soit identique a zero, et de ce fait nous avons 
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A partir de cela nous avons 

[df(xa)] 
dxa xa=x' 

et dans cette formule ) t t 1 f . . d) . ) represen en es onct~ons str~ctement eterm1nees 

J • par les equat1ons 

2n 
(dlP}t) y [~] I 0 

. xo À=l dCÀ x0 À 

2n ()IJ!k 
[uh]x' I (-d -) 1 YÀ 0 

À=l CÀ X 

"" Il nous faut maintenant faire attention a ce que toutes les grandeurs 

duh 
dx 

J J ) - ou,. pour des raisons de commodite, nous avons designe 

- ne peuvent pas disparaltre pour x = x' • 
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Ceci exigerait en effet que le d~terminant 

~kl ·(x) I/Jk,2n (2) 

D(x) 

1/!~, 2n (x) k=l, ... ,n 

disparaisse pour x = x' • 

J 1 \.. J 
L'on peut cependant demontrer que D(x) ne peut devenir egal a zero pour 

aucune des valeurs de x prises en considération. 

Si nous supposons maintenant que pour toutes les valeurs de x 
. ) 

s1tuees 

entre xo et xl les conqitions n~cessaires pour l'apparition d'un extr~mum 

sont remplies, la grandeur 

a2s-G 
k:i ayhay~ 

du._. dui 

dx dx 

poss~de alors pour x = x' une valeur diffèrente de zkro. 

J 
Ainsi nous avons le resultat suivant: 

Nous avons [ df(xa)] ~ 0 ,., 
dxa x =x' , tandis que dans le meme temps pourtant nous 

a 

avons f(x') = 0 , comme nous l'enseigne 3.). La fonction f(xa) change donc 

de signe en passant par xa = x' • 
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J .) 

Il est facile d'indiquer l'importance de ce resultat: f(xa) n'etait 

..... 
rien d'autre que la valeur de la deuxieme variation en prenant les variations 

sp~ciales d~finies par les formules. 1.), 2.). Choisissons donc celles-ci tout 

d'abord de telle facon qu'apr~s leur substitution o2J re%oive la valeur: 

f(x' - 8) et aussi que o2J prenne la valeur f(x' + 0); alors notre 

r~sultat 
J 

a2J 
.... J 

enonce que ces deux valeurs de possedent un signe oppose. 

Par cela il est 
) J • 

demontre qu'au po1nt (x') 
) . .. 

conjugue du po1nt de depart 

> ' ) 1 1 1 

(xo) de l'integration, la propriete maximale a veritablement cesse d'exister. 

1 ) . ) ~ 

J'ai trouve encore une seconde demonstration pour ce theoreme fondamental 

du calcul des variations, dont le principe de base est de la plus grande 

) , ' 
simplicite. Mais. son expose rigoureusement fonde necessite toutefois des 

J ) 
considerations assez etendues dont l'exposition nous menerait trop loin ici. 
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SUR LE CALCUL DES VARIATIONS 

Mercatique solum, facti de nomine Byrsam 

Taurino quantum passent circumdare tergo. 

(Eneide livre 1) 

La cr~ation de Carthage par Didon aurait, si l'on en croit la légende 

rapport~e par Virgile, suscit~ pour la première fois un problëme de calcul des 

~ 

variations. Didon avait achetè, avec le peu de biens qui lui restaient apres 

avoir fui Pygmalion, un territoire qui devait ~tre contenu dans la peau d'un 

taureau. Jouant sur les mots, elle découpa le cuir en fines lanières et les 

attacha les unes aux autres. Il fallait alors entourer le plus de terres 

possible avec ce fil de longueur donn~e. C'est le classique problème 

d'isopèrimetre: trouver la surface d'aire maximum limitée par une courbe de 

1 longueur do~nee. Le problème. de Didon a eté r~solu en 1697 par l'un des 

freres Bernouilli: la r~ponse est un cercle. On peut remarquer que les 

Romains avaient donné la solution a Horatius Cocles; après son exploit au 

. 1 1 
pont .du Tibrè contre les troupes de Porsena, le Senat lui avait donné autant 

) 

de terres que peut en entourer le sillon circulaire trace par une charrue en 

un jour. Les probl~mes d'isop~rim~trie remontent donc ~la plus haute 

antiquit~; Pappus donne une solution gèometrique au problème suivant: ~tant 

dourie un segment de droite 
\L ) 

AB , trouver une courbe de lon~ur donnee partant 

du point A et arrivant en B telle que l'aire comprise entre cette courbe 

et le segment AB soit maximale (290 p. J.C.). D'autre part les Grecs, 
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J • / 
caracter1sent le segment.de droite comme etant la ligne de plus petite 

longueur joignant deux points d'un: plan donné. Archimède (287-212 aJ(,J.C.) 

prend ce résultat comme postulat pour ètablir ses quarante-sept propositions 

concernant les aires et les volumes. Il faisait ses calculs en utilisant un 

raisonnement m~canique; nos ~quations modernes ~taient pour lui des équilibres 

de statiques. 

1 
Il faut attendre Pierre de Fermat (1601~1665) pour voir reapparaitre des 

calculs d'extrema. Par ses m~ditations sur les oeuvres d'Archimède, Pappus ·et 

surtout Diophante, il met au point sa mèthode "de maximis et minimis"· Pour 

trouver les extrema d'une fonction, Fermat introduit l'op~ration 

J J . " 1 d'"adegalite": on ecrit l'equation f(a + e) = f(a) que l'on d~veloppe par 

rapport~ e ; on simplifie par e qui est.en facteur, puis on l'e'gale a 

0 . Ceci donne une kquation qui fournit les extrema. Cette "ad~galit~" n'est. 

autre que l'anc~tre de· la d~rivation de Leibniz revue par la méthode de 

l'analyse non standard de Robinson (1960). 

1 

Q+e-
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Le succ~s de sa m~thode dans la dé'termination des tangentes est 

spectaculaire. Descartes ne comprend pas imm~diatement et un vif dchange de 

lettres par l'intermediaire de Mersenne permet ~Fermat de se libérer du cadre 

des courbes alg~briques en clarifiant son point de vue (1638-1640) • Il prend 

connaissance ~ la meme ~poque de la "d~monstration" par Descartes du principe 

de la réfraction qu'il r~cuse comme non rigoureuse. Ce n'est qu'a~la fin de 

.... 
1661 qu'il en donne une preuve correcte. Il reprend l'analogie, due a 

..... "' J d d Descartes, de la lumiere se propageant a des vitesses differentes ans es 

milieux d'indices diffèrents. Sa démonstration est la suivante: supposons que 

J ) 

la source lumineuse soit en M et que le rayon refracte passe par H ; le 

... 
milieu le moins dense est au-dessus du diametre d'un cercle passant par M et 

H o~ la lumiere- la balle de Descartes- a une vitesse plus grande. 

MRH est un trajet quelconque, il faut trouver la position du point R N 

correspondant au trajet du rayon lumineux. 

-61-

"Or puisque c'est la nature qui dirige la lumi~re du point M vers le 

point H , nous devons chercher un point soit N par lequel la lumiere en 

s'infl~chissant ou en se r~fractant parviendra dans le temps le plus court du 

... 
point M au point H , car on doit admettre que la nature, qui mene le plus 

vite possible ses op~rations visera d'elle-m~me ce point-là. Si donc la somme 

IN + NH qui mesure le temps du mouvement sur la ligne bris~e MNH est une 

1 
quantite minima, nous aurons atteint notre but". 

On remarquera que ce n'est pas le chemin minimum mais le trajet parcouru en le 

minimum de temps. 
1 ... 

Leibniz avait accepte ce principe bien conforme a ses 

conceptions mètaphysiques du "meilleur" mais au lieu de temps minimum, il 

parlait de chemin "le plus facile" au moyen du produit de la résistance par 

le chemin. C'est donc du travail dont il s'agit. Il pensait ~l'encontre de 

Descartes que la vitesse croit avec la r~sistance qui emp~che la dispersion 

des rayons; ceux-ci se trouvent ainsi reserrès telle une riviere dans une 

gorge ~troite, et en acqui~rent ainsi une plus grande vitesse. Le rapport des 

J 

sinus des angles d'incidence et de refraction est donc proportionnel au 

rapport des vitesses. C'est donc un principe de maximo-minimum comme le 

notera deux si;cles plus tard Helmholtz: maximum d'efficacit~ pour le m.inimum 

1 ) .... 
d'energie. Huyghens en deduisait peu apres que les fronts d'onde lumineuse a 

un instant t + s s'obt.iennent comme enveloppe des fronts d'onde ; !'.instant 

..... 1 .... 
s construits a partir de sources lumineuses situees sur le front d'onde a 

l'instant t • 

~ 5ro11t d' ov11le 
à: 1 1tn';)to..nt 

t:;-t.-6 
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Au début du dix-septi;me sie ..... cle, Galilé'e observe qu'un point pesant lâch~ 

sans vitesse sur une courbe AB ne mettra pas le temps le plus court si AB 

est un segment de droite. 

A 

} 

Le probl~me de la courbe brachistochrone est donc pose: 
~ 

c • est seulement ;; la fi~ du si~cle (1697), ~la suite d'un concours lance 

1,...- ) bl ... 
par Jacques Bernouilli, professeur a Basles, pour la resolution de ce pro erne 

que l'on saura que la courbe de temps minimum est un arc de Cycloïde. 
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Ce problèmere~ut une solution de Newton, Jacques et Jean Bernouilli, apres que 

le calcul infinit~simal eut èt~ mis au point par le premier et par Leibniz 

(1684). Jacques Bernouilli avait, auparavant, r~solu le problème de Didon: 

.. 
brachistochrone et isoperim~tre furent ainsi les deux premiers problemes du 

calcul des variations qui re~urent une solution. Dans la premi~re moitié du 

18e siècle, Maupertuis assimile les thèories de Fermat et Leibniz et se donne 

pour t~che de les confronter avec celles de Newton qui expliquait la 

rèfraction par l'attraction des milieux les plus denses. Cette attraction 

devait rapprocher le rayon de la perpendiculaire à la ligne de s~paration, ce 

que l'on constate bien expérimentalement. Pour concilier ces th~ories, 

Maupertuis propose de substituer au principe de Fermat celui de la "moindre 

action". L'action est le produit de la vitesse par le chemin et le minimum de 

,. 
Leibniz, produit de la résistance par le chemin est, dans ce cas, la meme 

chose, la r~sistance ~tant proportionelle ~la vitesse. " Ceci cesse d'etre 

~ 

vrai si l'on abandonne l'optique pour la mecanique et cette convergence de 

vues est fortuites. . " Le principe de Maupertuis a le gros avantage d'etre 

} ' J 

verifiable experimentalement au contraire de celui de Leibniz entache de la 

notion vague de résistance. La divergence m~taphysique se trouvera alors 

' J J nettement definie par la notion de depense ou d'epargne divine correspondant 

au travail fourni qui se substitue k l'actionl. 

---------

1 Guèroult:Dynamique et MJtaphysique Leibnizienne, Les Belles Lettres, 1934. 
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' Le principe de moindre action a le plus de retentissement en mecanique: 
.... 

Si l'on consid~re les trajectoires d'un point materiel soumis a un champ de 

forces, l'analogue de la longeur optique du chemin entre A et B 

(c'est-i-dire le temps minimal de propagation de la lumiere entre A et B) est 

l'action le long de la courbe trajectoire du mouvement entre A et B • 

Autrement dit, pour tous les mouvements possibles donnant des trajectoires 

passant par A et B . " ) • J 1 l' t• avec la meme energ1e que le mouvement ree , ac 1on 

t -t + + 
<mv,dr) 

1 
est minimale pour +e mouvement reel. Ce principe est 

A A 

~qui valent ;; la loi de Newton 
+ + 
F =my Notons toutefois que le principe de 

Maupertuis est un principe global: il consid~re le mouvement dans son 

ensemble, contrairement a la loi de Newton qui est une donn~e locale if partir 

de laquelle on le reconstitue. Il ouvre donc la voie ~ la mecanique 

statistique et ~la mecanique quantique. 

El~ve de Jean Bernouilli, Euler, dans son travail de l~gislateur de 

l'analyseJne pouvait pas ne pas rencontrer les problemes de calcul des 

"' ...... variations. En 1744, il fonde en fait ce calcul (dont le nom est du a 

Lagrange, son contemporain) par son trait~ "Methodus inveniendi lineas curvas 

maximi minimive proprietate gaudentes". Il retrouve ainsi, en ~tudiant le 

mouvement d'un projectile dans un milieu rèsistant, le principe de moindre 

action de Maupertuis. Euler mit en ~vidence (1744) la première condition 

1 • 1 b necessa1re pour qu une cour ~ désigne le temps, soit extr~ale. ..... 
ou y (t) t 

1 1 

Lagrange continua ce travail (1754), encourage par Euler, en degageant le 

calcul des variations des qonsid~rations spècifiques ~ chaque probleme 

particulier. Le probl~me était ainsi pos~ dans sa forme moderne: on entrait 

,., ) '-
dans la phase technique de controle des phenomenes. 
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A la m~me epoque, Kant dans sa these, reprenait ce probleme de 

maximum-minimum du calcul des variations: c'est le fameux exemple des alv~oles 

des abeilles. Elles utilisent le minimum de cire pour le maximum de surface 

1 .... 

entouree. Ce probleme d'espace rempli par des volumes identiques reste 

ouvert: on ne cannait que des solutions partielles au 18e probleme de Hilbert 

concernant l'empilement optimal de volumes identiques tels que le volume des 

interstices soit le plus petit possible. 

Rappelons que pour une fonction d~pendant de plusieurs variables 

L(x,y,z) ,.~~ designe la variation infinit~simale de L par rapport a x, y et 

z 1 ; " 8L 8 L etant fixes; de meme é)y , ~ par rapport a y z respectivement. et 

~ 

L'audace d'Euler et de Lagrange fut de calculer la variation infinitesimale 

~ 1 

d'une fonction par rapport a une courbe y : c'etait faire en fait du calcul 

diff~rentiel dans l'espace des courbes regulieres y qui est de dimension 

infinie. 
.... . J ) 1 

Le probleme s'enonce plus precisement: calculer la differentielle 

(variation infinitesimale) de 

cp(y) c 
0 

. 
L(y,y,t) dt 

<h'i y d~signe la vitesse le long de y 
'-

En effet, si y est extremale la 

; , 
differentielle de cp calculee pour la valeur y est nulle. On calcule 

1 'accroissement de L pour une variation cS de y 

. 
L(y + cS, y + cS, t) - L(y, y, t) 8L i.)L • 

-~ cS + ':;"'0 cS 
oy oy 
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et des termes d'ordre inferieur lorsque o 

....... 
D'ou 

é)L • 
Cly 0 

<P 1 (y) 

__Q_ [ é)~ 0 J 
dt é)y 

·-

ft- ClL 
= [é)y 

t 
(') 

1 
tend vers 0 , et on ecrit 

[ d ( ClL)] 0 
dt ély 

Choisissant o telle que o ( t) = o ( to) = 0 , le dernier terme s'annule et la 

condition <P ' (y) = 0 se lit: 

élL 
ély 

d (~Ly•) 
dt a 

C'est l'~quation diff~rentielle d'Euler-Lagrange. La mise en forme rigoureuse 

de l'implication 

r [ élL 
ély 

0 - > 
é)L 
Cl y 0 

ne sera faite que vers la fin du dix-neuvi~me siecle par Du Bois Raymond. 
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) 

L'annulation de la differentielle d'une fonction correspond a une pause 

~ J 
dans les variations de celles-ci, la courbe representative qui s'elance semble 

. ,.. 
s'arreter avant de repartir. La droite qui touche la courbe en ce point~ 

... 
c'est-a-dire la tangente, est horizontale; on a les dessins suivants: 

( I.) 

.._ 
Les cas I et II sont analogues et correspondent respectivement a un maximum ou 

1 
un minimum; le cas III montre que le point ou la differentielle s'annule ne 

. ....... 
correspond pas touJours a un extremum. La discrimination de I, II par rapport 

~ III se fait gr~ce ~la concavit~: dans le cas I, la courbe est convexe; dans 

le cas II, elle est concave; dans le cas III, elle est convexe d'un c'6t~ et 

concave de l'autre du point consid~r~. 
J ~ 

La differentielle correspond a la 

pente de la droite tangente en un point; dans le cas I, la tangente a une 

) 

pente qui est croissante tout le temps; dans le cas II, decroissante tout le 

) -
temps, alors que pour le cas III, la pente commence par decroitre jusqu'aa 0 

puis croit ensuite. 
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Il faut donc ~tudier les variations de la differentielle pour pouvoir 

faire la discrimination entre un vrai extremum (I ou II) et un faux (III). 

Autrement dit, il faut calculer la deuxi~me variation de cp (y) et ~tudier son 

signe. C'est cette étude qui va occuper successivement tous les 

mathématiciens de Legendre à Hilbert. L'expression de la variation seconde 

est la suivante: 

cl>"(y)(o) 

avec p = 
1 , ..._ 

(derivee seconde par rapport a y). Q 
1 J 

(derivee 

seconde. mixte en y et y) et R = 
~ • J ...... 

(der1vee seconde par rapport a 

voit que Po2 +2Qoo' + Ro'2 est une forme quadratique en 6 et 0 1 • Il 

' . . ... \.. . 
faut etudier son signe. En 1786, Legendre, grace a la transformation 

1 ...... 

suivante, donne une condition necessaire tres simple pour avoir un extremum; 

...... 
il ajou te a 

l'expression 

Jxl 2 2 (f o + 2 Qoo' + Ra' ) dx 

2 
(2oo 1 ~ + o w') dx 

On 
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..... J . . 

ou w est derivable et s'annule en xo et x1 , expression qui est donc 

.... 
nulle. D'ou en regroupant 

si ·(Q + w)2 .~ R(P + w') = 0 La condition de Legendre est alors pour un 
. J 

minimum (6 2cp) J que R soit strictement positif, c'est-;-dire: 

Malheureusement, pour cela, il faut ~tre s~r, comme le remarquait 

Lagrange dans son traité sur les fonctions analytiques (1798) que w ne 

devient pas infini sur l'intervalle xo , x1 (voir i ce propos l'introduction 

"" de la these de Husserl). L'effort se portait donc maintenant sur la 
) . . 

resolution de l'Jquation 

(Q + w)2 - R(P + w') = 0 

. d' .) J 1 J qu1 est un type bien connu aujourd'hui pour avoir ete etudiee par Riccati. 

On sait trouver toutes les solutioris si on en connait une. 
1 

C'est le merite de 

Jacobi d'avoir transform~ cette ~quation en une ~quation lin~aire par le jeu 

d 'Ùn changement de fonction inconnue u 

u' 
w -Q.- R -;i-
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On obtient alors l'~quation dite de Jacobi: 

(P- Q')u- (Ru')' 0 

w ne devient infinie que si u s'annule. On savait que u et u' ne pou-

J 

-'raient s'annuler simultanement car une equation de second ordre a une solution 

unique - c'est le th~or'ème de Cauchy - correspondant ~des donn~es initiales; 

1 1 1 . ..... d' . ) analogie mecanique.est e suivant: le mouvement est ent1.erement eterm1.ne 

une fois que l'on se donne la position et la vitesse initiales. Si celles-ci 

sont nulles, le poirit est immobile au cours du temps. 

1 ) d d ) d 1 1 . d 1 .) • 1 . ) . d d 11 L etu e es zeros une so ut1.on une equat1.on 1.nea1.re u type e ce e 

1.. ) .1 .... 
de Jacobi a conduit Sturm (1825) a decouvrir le theoreme d'oscillation qui 

porte son nom: soit deux fonctions a1 et a2 , a1 6 az , alors, entre deux 

z~ros de toute solution de l'équation y" + a1y = 0 , il y 
J 

a un zero de toute 

solution de y" + a2y = 0 • ,, 
J Il J ·' 

Ce que l'on appelle les points conjugues etait ainsi mis en evidence. 

J 

Pour en avoir une intuition geometrique, considerons la terre et cherchons le 

chemin le plus court pour aller du PÔle Nord à un point proche du PÔle Sud • 

.' 

On sait bien que le chemin en question est l'arc de meridien qui passe par ce 

point. 
J 

Imaginons que le point choisi se deplace sur ce meridien en allant 

vers le PÔle Sud; tant qu'il ne franchit pas ce p~le, le chemin le plus court 

1 J . ~ 

est 1 arc de depart, mais des qu'il le franchit, il faut prendre l'arc de 

~ ~ J ~ 

meridien qui se trouve de l'autre cote de la terre: c'est ce phenomene de 

"saut" k travers un point-ici le P~le, Sud-que donne l'existence de points 

• 1 conJugues. 
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Jacobi observe aussi que si ljJ (x,q ,cz) 
J 

est une solution de l'equation 
' ' ' J . . . . 

d'Euler-Lagrange qui depend de deux constantes arbitraires c1 ét c2 , alors 

_lJJ_ et ()Cllj! ·sont deux solutions de son ~quation. · Les travaux de Hesse, 
ac1 c 2 . 

J \. ... 

Clebsch, Mayer vers la moitie du dix-neuvieme siecle ont tendu a mettre en 

. ) . \. ) 

forme les 1.dees de Jacobi et a developperdes techniques permettant de voir un 

peu mieux le signe de la variation seconde dans le cas g~néral d'expression de 

la forme: 

fi (x) '6 1 ~ ' ~) • .. 1 oc~> ) J ~ 
x.D 
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portant sur un nombre quelconque de dèriv~es de la fonction inconnue y • Se 

1 '- ' ..... ~ developpaient a cette occasion les determinants de systemes lineaires qui 

~ } ~ 

allaient faire partie ~e l'algebre lineaire a la suite de Grassman, Kronecker 

et Weierstrass. 

1\ 1 
A la meme epoque Hamilton en Irlande, apres ses recherches sur l'optique 

) ) 
geometrique dans la ligne du principe de Fermat, s'efforce de simplifier les 

' P,rincipes fondament~ux de la mecanique; il substitue au principe de moindre 

J 
action le principe qui porte son nom: la variation de l'integrale d'action est 

nulle dans toute variation du mouvement qui est nulle aux extr~mités de 

.J 

l'intervalle (18~); c'est la paraphrase du resultat d'Euler et Lagrange. 

Comme le lecteur a pu le constater, i partir d'Euler et Lagrange, le 

calcul des variations est entr~ dans une phase technique de mise au point des 

1 .1 J .1 ' outils pour le resoudre; on ne s'est pas preoccupe de la regularite de la 

fonction L (L pour Lagrange!). C'est ici que Gauss "princeps· 

mathematicorum" apporte sa contribution au domaine qui nous occupe. Son 

/ .._ 
travail est modeste en apparence: aucun theoreme du calcul des variations ne 

porte son nom. Toutefois par son travail de mise au point sous sa forme 

d~finitive de l'analyse infinit~simale, ses travaux de géom~trie allaient 

profond~ment influencer ses successeurs du dix-neuvi;me et du vingtième 

-siecle. 
, ... ..... 

Ainsi, le seconde moitie du dix-neuvieme siecle va-t-elle faire une 

r~vision critique des fondements et des preuves. Ce sont Weierstrass, 

Erdmann, du Bois Raymond, Schwarz qui vont permettre une meilleure formulation 

des problèmes, une preuve rigoureuses des trois premieres conditions 

n~cessaires et la preuve rigoureuse d'un extremum faible. 
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La premiere objection apparut au sujet d'un résultat de la thèse de 

. .... 
Riemann (1851) concernant le probleme de Dirichlet. Dirichlet avait introduit 

l'int~grale qui porte son nom pour ~tudier l'unicit~ de la distribution de 

charges ayant un potentiel ~lectrostatique donn~. Riemann avait montré que la 

solution de la recherche d'une fonction harmonique dans un domaine donn~ ayant 

des valeurs prescrites sur le bord, revient ~minimiser l'inté'grale de 

1 

Dirichlet sur l'ensemble des fonctions derivables et continues jusqu'au bord. 

1 / • Weierstrass objecta que l'existence de lq fonction minimisante n etaJ.t en rien 

prouv~e. De fait, Hadamard en 1906, gr~ce aux s~ries lacunaires qu'il venait 

) . 
de decouvrir, prouvait l'existence de fonction continue sur le bord d'un 

~ J 
·disque n'ayant pas de prolongement a l'interieur tel que l'integrale de 

Dirichlet ne devint pas infinie. De plus, on savait bien en ~lectrostatique 

que les charges sont attirées par les rugosit~s du bord ("le pouvoir des 

pointes"). Lebesgue reprendra cette idée au d~but du vingti~me siecle pour 

contruire "l'~pine de Lebesgue",montrant ainsi que le probl~me n'a pas de 

solution k' cause de points irr~guliers du bord. Le problème de Dirichlet fut 

} ) ) ) 

resolu par le methode des equations integrales et cette critique de 

Weierstrass - si elle ralentit jusqu'~ Hilbert le développement du calcul des 

variations dans cette direction -n'en permit pas moins le d~veloppement 

d'autres techniques en thèorie du potentiel. 

En 1897, Arzela reprit l'~tude du problème de Dirichlet. Il utilisa le 

' '- . tout nouveau theoreme d'AscolJ. pour prouver qu'il existe une solution minimale 

dans la famille de fonctions qui prennent sur. le bord du domaine les valeurs 

prescrites et qui ont leurs d~ri v~es trois i~mes uniform~ment bornées. 

Toutefois il se rendit compte qu'il ne savait pas prouver que cette fonction 

1 1 
minimale verifiait la condition d'Euler-Lagrange. Cette methode de 

restreindre la famille d.e fonctions dans laquelle on va chercher une fonction 
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1 J J J 
minimisante a ete le point de depart de nombreux resultats dans le domaine des 

J 7 ) ) 
equations aux derivees partielles (Lewy en 1928) et dans les inequations 

A ~ ~ 
variationnelles. Il n'est peut-etre pas inutile de signaler que le theoreme 

1 J J 1 

d'Ascoli utilise par Ar~ela met en oeuvre dans sa demonstration le procede 

J 

diagonal que Cantor avait decouvert dans ses recherches sur les ensembles de 

nombres. 

J ..... 

Weierstrass tout au long de ses lecons de l'Universite de Berlin a partir 

' ) ) de 1860 reprit les rest.ü tats de ses predecesseurs les etendit au cas de 

' 1 J .J courbes donnees parametriquement pour les applications geometriqueS.~faisant 

dispara1tre ainsi des restrictions artificielles qui existaient dans la 

1 ) ' .... .... .... 
methode precedente. Il ajoute a la premiere condition d'Euler-Lagrange, a la 

deuxie~e de Legendre, a .... la troisi~me de Jacobi sur les points conjugu~s, une 

quatri;me condition qui, avec les pr~c~dentes donne un syst;me n~cessaire et 

suffisant pour l'existence d'un extremum. 
'- .... 

C'est la premiere solution complete 

et historique dans le cas simple d'une fonction L(x,y,y'). Il d~veloppe le 

calcul d'Euler et introduit la notion fJconde de champ d'extrêmales; une 

extrG'male est une courbe passant par un point donn~ et qui satisfait fr la 

condition d'Euler-Lagrange. On voit apparaitre le dessin qui reste 

fondamental dans le calcul de variations: 
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et il ~tudie la diffJrence pour h petit 

..... 
ou E: (h) tend vers 

fiJ = J (y) - ( J (y) + J ( 0) ) 

0 avec h 
.._ 

et ou 

xl 

-h J % (x,y,p,p) + s(h) 
x2 

0 (x,y,p,p) 
- ClL 

L(x:,y,p)- L(x,y,p)- (p-p)--ap (x,y,p) 

"fonction b" qui porte son nom ( 1879). 

Zermelo interprete la condition de Legendre comme une condition de 

. , ce 
convexl. te de 0 p et Schwarz en 1899 ~tend le rdsultat de par rapport a 

Weierstrass de la facon suivante: si l'extremale Y 
,.. J 

peut etre entoure d'un 

champ d'extr~males, la variation /',J = J(y) - J(y) pour toute courbe y 

..... 
entierement contenue dans le champ vaut 

..... 
ou p est la pente de la tangente en x, 

f\. 
de l'unique extremale passant par 

~ .J 

ce point. Il faut se rendre compte que jusqu'a Weierstrass les mathematiciens 

tout d'abord consid~raient que les probl~mes avaient toujours une solution et 

) - J 
ensuite que resoudre un probleme consistait en la determination explicite au 

) 

moyen d'une formule d'une solution. On voit la revolution dans les 

mentalités que ce probl~me a pu provoquer par l'analyse a priori des 

conditions portant sur une telle solution. 
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D'autre part naitaussi le probleme de la r~gularit4 des fonctions: une 

fonction continue est-elle d~rivable? Weierstrass qui utilisait dans ses 

} . ) bl .) . . \. 1 demonstrat1ons des fonctions developpa es en ser1e ent1eres se pose e 

.... ) .) .J 

probleme et montre par un exemple que la derivabilite ne decoule pas 

n~cessairement de la continuit~. 
\.. 

Si cet exemple parut monstrueux a son 

) 
epoque, les mathematiciens d'aujourd'hui ont un exemple ''plus naturel" de ce 

) ... ~ 

phenomene avec le mouvement brownien, modele mathematique des trajectoires 

) 

aleatoires des particules de pollen que le botaniste Brown observait dans un 

1 

recipient contenant un liquide. 

Jusqu'en 1900, le calcul des variations allait marquer une pause: des 

/ \. -
geometres comme Kneser et Darboux s'en emparaient pour l'adapter aux problemes 

de surfaces. En particulier, le premier d'entre eux est la d~termination de 

la plus courte distance entre deux points d'une surface donn~e. Pour le plan, 

c'est une ligne droite; pour une sph;re c'est un grand cercle qui passe par 

ces deux points. Kneser consid~rait non plus comme Weierstrass des extrêmales 

issues d'un point fixe mais une famille quelconque de telles courbes. Cela 

.J 
lui permettait d'obtenir ce que l'on appelle aujourd'hui les coordonnees 

M 
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1 .J ) 
geodesiques d'un point d'une surface: un point d'une surface est ainsi repere 

comme dans le syst~me cart~sien du plan par deux coordonnèes, les num~ros des 

deux courbes qui se coupent en ce point (l'analogue des deux droites 

parallèles aux axes de coordonn~es). L'une des courbes (u par exemple) est 

' ' ) . une geodes1que et les courbes v sont perpendiculaires en chaque point d'une 

courbe u • Ceci se fait ~videmment au voisinage d'un point: un tel 

\. 

parametrage n'est pas toujours possible globalement sur la surface. Kneser 

' ) / \.. retrouve en le generalisant le theoreme de Weierstrass sur la suffisance des 

d . . J ) 1 h c ' t t h / 't . quatre con 1t1ons enoncees p us aut. es cet e approc e geome r1que 

) ' ) . . • ji \._ 

qu'Hilbert reprenait pour donner sa tres elegante demonstrat1on du theoreme de 

Weierstrass au congr~s international des math~maticiens a Paris en 1900. Il 

considerait l'int~grale 

J* Jb. aF 
[F(p,y,x) + (y' - p) ~J dx 

a 

et il cherchait comment choisir p pour que J * ne depende plus de la 

fonction y • Il trouvait une ~quation diff~rentielle équivalente ~ celle 

d'Euler-Lagrange et retrouvait ainsi la fonction ~ de Weierstrass en 

quelques lignes. 

' } \... 
Nous nous sommes interesses au probleme des courbes qui est le plus 

simple; il faut comprendre que parallelement et,dès 1760.Javec Lagrange se 

posaient les probl~mes de surfaces minimales. 
.) ) 

Par exemple, etant donnes deux 

cercles coaxiaux, trouver la surface d'aire minimum qui s'appuie sur ces deux 

'-
cercles; probleme aussi vieux que celui de la courbe brachistochrone et dont 

J ) > 
la solution est donnee par une catenoïde, la courbe meridienne est une 

. / 

chainette ("cosinus hyperbolique") appelee ainsi car tout fil pesant tenu par 

ses extrèmit~s d~crit un telle courbe. Lagrange se contente d'écrire les 
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___ ......... ___ _ 

conditions que doivent satisfaire les surfaces d'aire minimale s'appuyant sur 

un contour donnJ. En particulier elle doivent v~rifier des ~quations 

diff~rentielles. Meusnier, en 1776, ~tudie ces ~quations et, en retrouvant le 

point de vue d'Euler sur l'approximation locale d'une surface par un arc de 

cercle pivotant autout d'un axe, donne une interpr~tation géometrique: la 

somme des rayons de courbure principaux correspondant aux extrema des rayons 

) ) ,. 
des cercles precedents doit etre nulle. Il trouve deux surfaces minimales:la 

catenoïde et l'hèlicoïde: ce seront les seules connues jusqu'en 1830. 

On va s'occuper de simplifier les ~quations de Lagrange: Monge en 1784 

.J 
trouve des changements de variables qui les met sous une forme plus agreable. 

Legendre en 1787 puis Amp~re en 1820 mettent au point ses d~monstrations. 

Scherk, en 1834, déduit des équations de Monge des exemples nouveaux de 

surfaces minimales, c'est-~-dire solutions des ~quations de Lagrange .. mais on 

ne sait pas si elles sont d'aire minimale! Il cherche toutes les surfaces 

minimales engendrées par une droite variable et montre qu'il n'y a que 

hblico:Ï.de. 
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... ' Bonnet en 1853 introduit un nouveau systeme de reperage sur les surfaces: 

les coordonn~es isothermes. C'est ce syst~me qui a permis les travaux de 

Darboux et de Weierstrass: les fonctions qui interviennent dans le probl~me 

.... ) ... ) 

sont analytiques donc tres regulieres. en 1866, Weierstrass etablit le lien 

entre surfaces minimales et les fonctions de la variable complexe dont les 
· êrn: ._ 

m~thodes allaientYtres efficaces pour la rèsolution de ces problèmes. Lie dès 
' 

1864 1 simplifie encore les ~quations de Monge et en 1878 donne des modes de 

gén~rations des surfaces minimales i partir de courbes minimales. Le milieu 

d'un segment s'appuyant sur ces courbes· d~crit une surface minimale la plus 

) ) 1 d 1 fi . 1 ' . d genera e e n1e par es equat1ons e Monge. On sait que les équations 
) . 

differentielles qui proviennent de ces recherches sont invariantes par des 

familles de changements de variables; ces familles ont une structure de 

J ) ) . ) 1 
groupe: ces groupes appeles: "de Lie" ont ete d'une fecondite prodigieuse en 

math~matique; leur étude.infinitésimale a donn~ naissance aux alg"ëbres de Lie 

que l'on ~tudie maintenant d'un point de vue purement algèbrique. 

Schwarz a continu~ le travail de Weierstrass et prouv~ en particulier que 

toute droite tracèe sur une surface minimale est un axe de sym~trie. Mais 

... ... 
c'est surtout au sujet du prohleme de Plateau qu'il s'illustra: le probleme 

d ' · · · ' L · 1 > 1 ' . 1 t a1re m1n1ma pose par agra~ge ava1t ete reso u exper1menta emen par 

l'ingénieur belge Plateau;·il plongeait le contour donn~ dans une dissolution 

de liquide glyc~rique et le film de savon donnait la solution! 

Riemann, Weierstras et Schwarz apporteront la contribution essentielle du 

19e siecle ~ ce problème. L'ècrit posthume de Riemann en 1867 étudie le cas 

ot' la courbe est form~e de segments de droites; ses rèsul tats sont a 1 1 ~poque 

J ) ; J ) '- J '-

les plus complets et les plus generaux; il5 etaient relies au celebre theoreme 

d 1 J 1 '1 . d 1 h' .... \... e a representation conforme qu 1 ava1t ecouvert, t eoreme relatif a la 

transformation d'un domaine plan sur un autre par des fonctions analytiques. 
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~ ) ) 
Weierstrass a la meme epoque annon~ait des resultats analogues sans 

donner de d~monstrations. 
J ~ 

Schwarz en 1871 etudiait le cas d'un quadrilatere 

) J ~ 

gauche en utilisant la representation conforme. Deux etudes paralleles se 

d~veloppaient: celles des surfaces v~rifiant les conditions de Meusnier qui 

) 

sont minimales dans un sens faible et celles qui verifient effectivement la 

condition de Plateau. On savait qu'il existait des surfaces minimales qui ne 

sont pas d'aire minimum; par exemple, la surface d'Enneper d'equations 

2 3 
u+ u x = uv 

3 

2 
3 

+y_ y -v uv 
3 

2 2 z = u v 

J ...... ) • 
D'autre part, il etait connu que la solution au probleme de Plateau n'eta1t 

pas unique. C'est cette notion d'aire qui allait au debut du zoe siecle 

donner naissance ~l'outil puissant qu'est l'intégrale de Lebesgue. De m~me 

que l'on approche une ligne courbe par uneligne polygonale, on peut essayer 

d'approcher une surface par des poly~dres inscrits dont l'aire convergera 

vers l'aire de la surface. Schwarz avait donné l'exemple d'une approximatio~ 

d'une portion de cylindre circulaire par deux d~coupages poly~draux dont les 

limites d'aire donnaient deux r~sultats compl~tement diff~rents~ C'est 

190 d h '"' . . 1 J "I 1 1 1 Lebesgue, en 2 ans sa t ese 1nt1tu ee ntegra e, ongueur, aire", qui 

1 J J 1 
donnait une definition devant pallier l'inconvenient precedent: l'aire est la 

plus petite valeur des limites possibles pour les approximations par des 

.. 
polyedres. On sait quel prodigieux outil Lebesgue allait forger par la mise 

au point de l'int~grale qui porte son nom; les retombées pour le problème qui 

nous occupe apparurent plus tard. 
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Mais le Hongrois Goecze donnait l'exemple d'une surface passant par tous 

les points d'un cube et ayant une surface nulle~ Le probl~me ~tait maintenant 

topologique: il concernait la notion de convergence d'une surface vers une 

autre. Fr~chet en 1906. ~tudiait ce probl~me et permettait le d~part de la 

notion d'espace m~trique en topologie moderne. Pourtant les surfaces d'aire 

finie pouvaient ~tre patholqgique; Sacks donna~t l'exemple d'une surface 

} 

d'aire finie n'ayant de plan tangent en aucun point. Dans les annees 20, Haar 

puis Rado gkn~ralisent les m~thodes de dimension ~montrent qu'une surface 

1 '-
d'aire minimum ~t minimale et prouvent des resultats d'existence au probleme 

J 
de Plateau sous certaines conditions de regularites. 

1 J 
Garnier en 1928 reprend le programme elabore par Weierstrass et surtout 

Darboux 
) \... ) 

et etudie le cas ou la surface minimale est bornee par un polygone. 

Il est amenè à consid~rer aes équations diff~rentielles ayant un groupe de 

1 ... ) 
monodromie donne, c'est-à-dire, etudier le prolongement des solutions en des 

lt ..._ ) 

points singuliers. Ceci rèsout un d~licat p.robleme pose par Riemann et par 

/ ..... . ) 
voie de consequence le cas de surfaces a bords polygonaux non cro1ses. 

Douglas a..._la m~me p~riode reprend ces id~es et développe l'idée 

d'approximation du probl~me de Plateau. 
) 

Son resultat fondamental est le 

suivant: si on peut r~soudre le probl~me de Plateau pour une suite d'arcs qui 

convergent vers un arc donnè alors les solutions convergent vers la solution 

'- ) 
de Plateau. Ceci-lui permit ainsi qu'a Rada de donner des methodes 

constructive de minimum. 

Lors de sa longue intervention au congres international des 

mathèmaticiens en 1900, Hilbert avait tracé le bilan et les perspectives de 

1 ) 

toute la Mathématique~ l'aube du vingtième siecle sous la forme d'enonces de 

vingt-·trois probl~mes qui devaient relancer 1' activité des chercheurs. La 

1 1 '- ) 
demonstration du theoreme de Weierstrass que nous evoquions plus haut, 
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constituait le corps du vingt-troisième probl~me qu'Hilbert avait intitul~ 

"Extension des m~thodes du calcul des variations"; il concluait donc sa 

) ~ 

conference par le sujet qui lui semblait etre un des plus fondamentaux. Il 

dJplorait que peu de math~maticiens l'appreciassent ~sa juste valeur. Il 

) 1 J '- J 
faut dire que cette branche des mathematiques etait restee tres fermee: le 

premier livre sur le sujet venait de paraitre en 1900, c'~tait celui de 

Kneser. 

..... '-
Ce n'est pas seulement le vingt-troisieme probleme mais aussi les 

dix-neuvi~me et vingti;me que Hilbert relie au calcul des variations. Dans le 

\,.. .... ,J ... 

dix-neuvieme probleme, Hilbert - qui venait de resoudre completement le 

~ J 

probleme de Dirichlet mentionne plus haut - soulevait la question de savoir si 

d l 1 • d' . ) ..... les solutions une equat1on aux er1vees partielles, a coefficients 

dJveloppables en serie de Taylor, qui est elliptique (ceci correspond a la 

A 
variation secondede Legendre) a toujours des solutions qui ont la meme 

J 1 . ) regu ar1te. Ce probleme de r~gularit~ et celui de l'existence de solutions 

J L ._ 
sont fondamentaux dans l'etude des problemes variationnels. Le vingtieme 

ajoutait des con~traintes en imposant que la solution. satisfasse des 

conditions prescrites au bord d'un domaine donnè. 

) ) J , J ...__ 
La question de la regularite a ete abordee par Bernstein dans sa these en 

1904 0 

~ 

Il prouve que si la solution du probleme de Dirichlet est trois fois 

continument diff~rentiable, elle est en fait analytique, c'est-a~dire 

d J 1 • ...._ ' 
eveloppable en ser1e entiere et donc en particulier indefiniment 

diffe'rentiable. 
, .._ '--

Puis Lichtenstein en 1912 reduit l'hypothese a deux fois 

. " d) 9 9 ..... cont1nument erivable, Hopf en 1 2 a une fois avec une des conditions de 

" d' . ) Holder portant sur les er1vees partielles. Enfin Horrey, en utilisant des 

\. 

espaces de fonctions introduits par Sobolev, donnait une reponse au probleme 

1 1 ~ 
pose par Hilbert (1968). La recherche de regularite des solutions est 

' . 1 h) . . 1 1 necessa1re: e mat emat1c1en construit en general ce que l'on appelle des 

·-.l 
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1 
solutions faibles, des solutions non pas de l'equation car elles ne sont pas 

1 \.. 1 ) ' 
assez regulieres pour parler de leur derivee, mais d'une equation obtenue en 

faisant un "produit" avec certaines fonctions tr~s r~guli;res sur lesquelles 

1 .... 1 d;. )- 1 1' 1 1 par un phenomene de bascule on fait porter es er1vees. C est eco e 

italienne qui s'est illustr~e dans ce probl~me avec de Giorgi et Mirandaj en 

' ~ 1958' de Giorgi prouve qu'une solution faible d'equation elliptique a 

coefficients m~me discontinus est n~cessairement "presque continue", continue 

au sens de Holder. Ces rJsultats furent le point de depart des ~tudes de 

Ladyzenskaya et Ural'tseva en Russie et Morrey aux U.S.A •• L'~tude du cas des 

~ ) ' systemes est encore ouverte malgre des resultats positifs de Morrey, Giusti, 

Hiranda et le contre-exemple de de Giorgi (1969). 

Le probl~me d'existence fut le second probl~me abord~ par Bernstein dans 

1. 

une s~rie d'articles de 1906 à 1912. La difficulte de comprehension de ses 

) ._ 1 ' . 
resultats fut la raison du temps mis a degager l'idee sous-jacente: pour 

construire une solution, il suffit de conna1.tre a priori des estimations de la 

grandeur des ses derivées successives. On "d~forme" alors le pTobl~me initial 

.1 .._ 

en un probl;me plus simple pour lequel une solution est deja connue. Cette 

m~thode dite des "estimations a priori" a ~t~ compl~tement .:{claircie par les 

travaux de Schauder et Leray dans leur articles commun de 1934. Comme le 

} ~ 

probleme est lineaire, on cherche une solution a Su = 0 par la construction 

d'un point fixe Tu = u avec Tu = Su - u = (S - I)u • Ces deux auteurs 
.... , .... 

prouverent qu'un theoreme de point fixe existe dans ces conditions tres 

1 1 
generales pourvu que l'on connaisse des estimations a priori du type de celles 

de Bernstein. La construction d'une solution u se fait alors par 

approximations successives: .... . 
Un+1 est construite a part1r de Un par 

un+1 = Tun. La ~ethode montre,de plus1 que si la solution n'est pas unique le 



-84-

processus. (un) ne peut converger vers un point fixe. Signalons au passage 

1 

que ces estimations a priori font plus partie "d'un art que d'une methode" 

l ' ' d d 1 • l' ' · (B b · ·) L th~ e ... mes de pol.· nt pour etu e es equatl.ons .non 1nea1res om l.erl. • es eor 

} ~ 

fixe apparaissent comme des theoremes de nature topologique dont un des plus 

.1 

fameux et celui de Brouwer: "toute application continue de la boule unite d'un 

..... 
espace a n dimension dans elle-m~me a un point fixe" (une visualisation 

possible en dimension deux pourrait etre celle-ci: soit une table ronde 

A. ..... 
recouverte par une nappe de meme diametre, on chiffonne et on platit les plis 

de la nappe que l'on repose sur la table; un point de la nappe sera exactement 

~ ~ ~ 

a la place qu'il occupait avant la manipulation). Ces theoremes de point fixe 

) ) 
ont ete en outre un des moteurs de l'analyse convexe qui envahit maintenant 

l'~conomie. 

L'étude de la classe des fonctions dans laquelle pouvait se trouver la 

solution du probl~me de Dirichlet fut aussi tres feconde pour l'analyse 

contemporaine. 
.1 .... J J 

Levi, Fubini, Haàr et·Lebesgue s'interesserent au proprietes 

1 . . ~ ) 
necessaires de telles fonctions; Lebesgue observa qu'elles ont des proprietes 

.1 } 

de maxima analogues aux proprietes des fonctions analytiques de Cauchy et 

~ ) .) 

Weierstrass. Sur un compact (ensemble ferme et borne) elles atteignent leur 

. . ...... 
maximum sur le bord et jamais a l'interieur sauf si elles sont constantes. La 

) \\ , 
methode dite des barrieres utilise cette remarque: on coupe les fonctions en 

les rempla~@(nt par une constante de telle sorte que les valeurs au bord soient 

conserv~es; l'int~grale de Dirichlet diminue alors. 

J ' ' Le developpement de ce que 1 '.on a appele "les methodes directes" pour 

) ) ) 

l'etude de l'existence fut tout d'abord elabore par Tonelli (1921) dans ses 
\,... 

"Fondamenti del calcolo de~le variazioni". On cherche a prouver d'abord que 

l'int~grale considerJe a une borne inf~rieure finie; puis qu'elle est 

) , \.. 

semi-continue inferieurement pour une topologie adequate (c'est-a-dire qu'elle 

l 
1 

1 
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ne peut pas varier trop brutalement vers le bas) enfin qu'il existe une suite 

de fonctions admissibles qui convergent dans cette classe vers une solution. 

u 1 N 
Tonelli mit en ~vidence ce que l'on appelle absolue continuite 

1 \ . ) • '- • • • ) ) • ) ) 
(propriete reliee au class1que probleme de la ll.al.son l.ntegrale derl.vee pour 

) 

des fonctions de deux variables. Les conditions de Tonelli etaient drastiques 

et ce fut Morrey (1940) qui ~it en evidence le r~le jou~ par les espaces de 

Sobolev. Ces espaces sont fondamentaux depuis qu'on les a mis en relation 

) '-
avec la theorie des distributions de Gelfand et L. Schwartz. On considere des 

1 

fonctions definies seulement presque partout - sauf sur un ensemble 

1 4 
exceptionnel que l'on peut mettre dans une reunion de bol.tes dont la somme des 

'- d 1 "d) . ) " . t t . diametres est arbitrairement petite - et ont es er1vees ex1s en - mal.s 

) ) . JI .1 J 
au sens faible evoque plus haut - et ont des proprietes d'integrabilite. La 

r~gularit~ de ces fonctions est obtenue par le lemme de Sobolev: si elles sont 

/ 
suffisamment faiblement derivables alors elles sont continues si on les 

modifie sur un ensemble de mesure nulle. 1 l' 1 Ce sont les inega l.tes de Sobolev 

qui sont au centre de cette etude. Elles ont permis ainsi a Hoser de prouver 

un principe de Harnack pour les equations elliptiques: le maximum d'une 

) ) .. 1'1' 1 solution d'une equation elliptique est controle par son ml.nl.mum mu tl.p l.e par 

) 
une constante qui ne depend que d6l domaine ou l'on opere et des coefficients 

de l'~quation. 

L' ~tude du problème de Plateau par Bombieri, Serrin, de Giorgi me.t en 

) ' ~ 

·evidence le role de la convexite du bord pour l'existence de solutions, 

surfaces minimales. 
J '- L 

L'etude est tres complexe et n'a pas re~u a ce jour de 
... .... 

solution complete. Ces problemes apparaissent comme des pierres de touche 

pour l'analyste contemporain quand il souhaite ~prouver la puissance des 

outils qu'il forge. 
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Le calcul des variations s'est ètendu dans le domaine fonctionnel par les 

1 d 1 . 1 l' 1- 1 • • 11 11 t tt h J 1 etu es sur es 1nega 1t es var1at1onne es auxque es son a ac es es noms 

de Stampacchia, Lions, Duvaut: on se donne un espace x 
, 

norme complet ("de 

Banach"), son dual X' et une application continue A de X vers X' ; on 

) 
pose la dualite de X ·avec X' > 

et on dit que u satisfait une inegalite 

1 

variationnelle s& u est dans un convexe K de X et si <Au, v-u> ~ 0 pour 

tout v de K • 1 ' 1 En general, K est une famille de fonctions minorees par 

.... ) 
une fonction donnee, X un espace de fonctions de Sobolev. Les problemes de 

rJgularit~ et leur extension en -dimension n 
.... 

font l'objet d'une analyse tres 

active. 

) ) 

Un autre aspect fonctionnel qui se developpe actuellement est l'etude des 

op~rateurs "monotones" qui sont ~ valeurs multiples. 
1 .... 

Ceci est relie a la 

,J "" programmation convexe dont un des .promoteurs fut Hadamard, et des theoremes 

dits de min-max. 
) " ,...._ 

Enfin la theorie du controle optimal; est reliee a ces 

.... / J ) 
problemes et a ete une source d'un formidable developpement de la technologie 

1 ) 

(physique nucleaire, electronique,satellites, fusees ••• ). On peut essayer de 

d~crire un controle optimal comme la recherche de la minimisation d'un co""ut 

sur un certain sous-ensemble S d'un espace produit 
_; 

XxU ou X decrit 

l'~tat du syst~me et 
... 

U les controles agissant sur lui. De plus, le couple 

(x,u) doit satisfaire des équations 
'--

F(x,u) = w ou F va de XxU dans un 

espace W , w est fixe et X est l'ensemble des couples (x,u) tels que 

F(x,u) w • 

l 
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Nous terminerons ce tour d'horizon contemporain par les travaux de 

Marston Morse. Ses recherches prirent racine dans le calcul des variations: 

en ~tudiant les points critiques d'une fonction, c'est-;-dire les points ou 

1 ' ~ s'annule·!~ dèrivee de cette fonction, il montrait dans un lemme celebre que 

le comportement de f 
1 J ' J en un point critique non degenere est celui d'une forme 

J 
quadratique qui est classifiee par sa signature (le nombre de signes + qui 

apparaissent dans x12 + ••• + xp2- Xp+lz- ••• xn2 ). Cette approche lui 

/ . 
permettait en etudiant certaines fonctions sur des surfaces d'en dedu1re des 

0 J ) 
proprietes topologiques. ' Cette approche transposee au calcul des variations 

donnait de profonds r~sultats g~ometriques de._s 1934: l' ~tude de la variation 

• .... • J ... 1 j • 
prem1ere assoc1ee au probleme de la plus courte distance - geodes1que - sur 

) 1 1 J 
une surface (plus generalement sur ce que 1.' on appelle une variete) permettait 

/ j 

de prouver que si deux points donnes P et Q ne sont conjugues le long 

1 ' d'aucune geodesique, l'espace de dimension infinie des courbes joignant P a 

Q a 11.2. m~me type d'homotopie qu'un complexe simplicij'al, c'est-~-dire un 

" 1 ) ) ' espace qué peut etre triangule, decompose en simplexes de differentes 

dimensions (un segment en dimension 1, un triangle en dimension 2, un 

1 \.. 

tetraedre en dimension 3 ••• ). D~ plus, cet espace poss~de une cellule de 

' 1 dimension d pour toute geopesique d'indice d joignant p a Q • Ces 

J ' ) 1 
resultats ont eu des consequences pour l'existence globale de geodesique sur 

J 1 
des varietes riemannienne (analogues en dimension n de nos surfaces et 

) 1 1 

munies d'une distance) et sur l'etude de la periodicite des groupes 

d'homotopie (Bott 1957) qui permettent la classification topologique des 

1 ) J } '-

varietes (on ne sait d'ailleurs pas les calculer en general; le probleme est 

ouvert pour la sphere pour n quelconque). 
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On voit quelle richesse d'inventions a suivi la genese du calcul des 
, 1 

variations, quel ferment il a ète dans l'analyse mathematique. Nous n'avons 

J 1\ 1 ' 1 il '-
pas ~te exhaustif, laissant de cote les prolongements geometriques dus a Elia 

1 " J 
Cartan par l'introduction du calcul differentiel sur les varietes et 

m~caniques 1 comme le proble~e des trois corps se mouvant les uns par rapport 

aux autres qui intéressa Henri Poincar~. Les limites de ce calcul sont 
/ 

..... ,/ 

claires si les math~maticiens ont construit un outil tres sophistique, des 
... ) 

probl~mes comme celui de Plateau continuent a resister. La Physique 

interpelle le mathematicien; soyons s~rs que le calcul des variations 

~ ,/ ~ 

continuera a se developper pour repondre a cette attente. 
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